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Parte 1

Provas






Capitulo 1

Vestibular 2011/2012

1.1 12 Fase

Questao 11

O valor P de uma mercadoria teve dois aumentos sucessivos, um de 8% e
outro de 12%, seu prego ficou em R$ 756, 00. Se, ao invés destes dois aumen-
tos, P tivesse um tnico aumento de 20%, o prego final da mercadoria seria:
(a) igual ao prego final obtido com os dois aumentos sucessivos.

(b) aproximadamente R$ 21,53 a menos que o prego final obtido com os dois
aumentos sucessivos.

(¢) R$ 6,00 a menos que o preco final obtido com os dois aumentos sucessi-
VOS.

(d) R$ 2,00 a mais que o prego final obtido com os dois aumentos sucessivos.

Questao 12
No plano cartesiano abaixo, a reta r passa pela origem e forma um angulo 6
com O eixo .

Escolhendo um ponto P(a,b) qualquer da reta r, e considerando 6 = 40°,
podemos afirmar que:
(a) Se P pertence ao 1° quadrante, entdao a = b.

7



8 CAPITULO 1. VESTIBULAR 2011/2012

(b) Se P pertence ao 3° quadrante, entao a < b.
(¢) a = b independente de qual quadrante estiver P.
(d) Se P pertence ao 3° quadrante, entao a > b.

Questao 13

Um pai deixou de heranga para seus filhos Aldo, Baldo e Caldo, mas deter-
minou que, distribuida a heranca:

e Aldo desse uma parte do que recebera a Baldo e a Caldo, de modo que
os legados de Baldo e Caldo dobrassem;

e Depois disso, Baldo desse uma parte do que recebera a Aldo e a Caldo,
de modo que os legados de Aldo e Caldo dobrassem:;

e Finalmente, Caldo fizesse 0 mesmo, de modo que os legados de Aldo e
Baldo dobrassem.

Cumpridas as determinacoes do pai, os filhos verificaram que cada um ficara
com 160 mil reais. Qual é a soma dos algarismos do ntimero que representa
o que fora o legado original de Aldo?

(a) 5 (b) 6 (c) 7 (d) 8

Questao 14

Quem viaja no bondinho do Pao de Acgucar percorre dois trechos: o primeiro
vai da Praia Vermelha até o morro da Urca (segmento PU da figura) e o
segundo, parte do morro da Urca até o Pao de Acucar.



1.1. 1% FASE 9

P

Husin
Vens i

angulos seno cosseno tangente
21° 0,358 0,934 0,384
22° 0,375 0,927 0,404
23° 0,391 0,921 0,424
24° 0,407 0,913 0,445

Sabendo que o segmento PM e a altura do morro da Urca equivalem a %
ea g da altura do Pao de Actcar, respectivamente, podemos afirmar que o
angulo f formado pelos segmentos PU e PM indicados na figura:

(a) estd entre 21° e 22°

(b) esta entre 22° e 23°

(c) estd entre 23° e 24°
(

d) é maior que 24°

Questao 15

Considere o seguinte procedimento: na primeira etapa, pegue uma folha de
papel e corte-a ao meio, colocando os dois pedagos um sobre o outro. Em
uma proxima etapa, corte novamente os papéis ao meio e coloque os pedacos
um sobre o outro formando uma pilha de papéis. Continue fazendo isso em
cada etapa: sempre cortando todos os pedacgos de papel da etapa anterior
ao meio e formando uma nova pilha com todos os pedacos. Se fosse possivel
realizar o que foi exposto, em quantas etapas, no minimo, poderiamos for-
mar uma pilha de papel com cerca de 200 m de altura? Considere que 100
folhas empilhadas tém 1 cm de altura e que podemos fazer a aproximacao
210 = 1024 ~ 103.

(a) 21 etapas (b) 201 etapas (c) 2001 etapas (d) infinitas etapas
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Questao 16 O tangram é um conhecido quebra-cabeca de sete pecas que
tem formas geométricas bem conhecidas, originados da decomposicao de um

quadrado (figura 1).
o4

Hoje ja se tem conhecimento do surgimento de varios tipos de quebra-cabecas
geométricos planos, muitas vezes também chamados de tangram e que também
tem origem em recorte de alguma figura plana.

Abaixo se encontra o tangram coracao, cujas pecas sao obtidas recortando-
se um coracao plano de acordo com o esquema da figura 2, composta de:
3 setores de 90° de um circulo, 2 setores de 45° de um circulo, 1 triangulo
retangulo, 1 quadrado, 1 paralelogramo e 1 trapézio retangulo. Utilizando-se
todas as nove pecas é possivel representar uma grande diversidade de formas,
como as exemplificadas nas figuras 3 e 4.

<>

Y B N
Ve

Figura 2 Figura 3 Figura 4

Se a base AB do vidro de perfume mostrado na figura 3 mede 3 cm, entao a
area da figura 4, que representa um “patinho” mede:

(a) T+ 4 cm?

(b) 2(7 +4) cm?

(c) 2w + 4 cm?

(d) 27 + 2 cm?

Questao 17

Qualquer bebida extraida de uma maquina custa 1 real. Se a maquina sé
aceita moedas de 10, 25, 50 centavos e de 1 real, de quantas maneiras distin-
tas pode-se pagar uma bebida nesta maquina?

(a) 4 (b) 5 (c) 6 (d) 7
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Questao 18

Seja ABC' um triangulo equilatero de lado 1. Considere um circulo Cy ins-
crito a ABC' e, em seguida, construa um circulo ' tangente a Cy, AB e BC
e outro circulo €] também tangente a Cy, BC' e AC. Continue construindo
infinitos circulos C,, tangentes a C,,_;, AB e BC. Faca o mesmo para os
circulos C), também tangentes a C)_,, BC' e AC. A seguir, a figura repre-
senta um exemplo com cinco circulos.

A

A soma dos comprimentos de todos os infinitos circulos é:

(a) infinita (b) 7 (c) ™3 (d) 23
Questao 19
O “Método das Iteracoes” fornece um algoritmo que calcula o valor aproxi-

mado de raizes quadradas, indicado ao lado: v A =~ ’;*—B

Onde: A é o numero que desejamos obter o valor aproximado da raiz qua-
drada e B é o quadrado perfeito mais proximo de A.
Por exemplo, se A = 17, teremos B = 16 e daf v/17 ~ 28 — 33 — 4 125,

2v16 8
Aplicando o método acima, qual é o valor aproximado de v/3?
(a) 5,73 (b) 5,75 (c) 5,77 (d) 5,79

Questao 20
Leia com atencao a demonstracao a seguir:

Vamos provar pora+bque 1 +1=1

Passo 0: Sejam a e b niimeros reais nao nulos tais que a = b.

Passo 1: Se a = b, podemos multiplicar os dois membros desta igualdade por
a e obter: a® = ab

Passo 2: A seguir, subtraimos b?> dos dois membros da igualdade: a? — b? =
ab — b?
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Passo 3: Fatorando as expressoes, temos: (a + b)(a — b) = b(a — b)

Passo 4: Agora dividimos ambos os membros por (a—b) e obtemos: a+b = b
Passo 5: Como no inicio supomos que a = b, podemos substituir a por b as-
sim: b+b=1>

Passo 6: Colocando b em evidéncia, obtemos: b(1+1) =b

Passo 7: Por fim, dividimos a equacao por b e concluimos que: 1+ 1 =1

E evidente que a demonstracao acima esta incorreta. H& uma operacao
errada:

(a) No passo 2.

(b) No passo 3.

(¢) No passo 4.

(d) No passo 6.



Capitulo 2

Vestibular 2013/2014

2.1 12 Fase

Questao 11

, .. . , 2
Qual o menor ntimero positivo que devemos subtrair do niimero % de modo
que a diferenca seja um numero inteiro?

a) 7 b) 2 c) 3 d) 7
Questao 12

O valor da expressao % +0,333...4+0,3 é

a) 1 b) 2 c) 0,99 d) 0,93
Questao 13

Para qual valor de a a equacao (z —2)- (2ax —3) + (z —2) - (—ax +1) =0
tem duas raizes reais e iguais?

a) —1 b) 0 c)1 d) 2

Questao 14

Na Meia Maratona do Rio de Janeiro de 2013, os corredores Robson e Hud-
son largaram juntos com velocidades constantes. Sabendo que Robson chegou
411 m na frente de Hudson e que a velocidade de de Robson é 30% superior
a velocidade de Hudson, qual a distancia percorrida por Hudson até o mo-

mento em que Robson cruzou a linha de chegada?
a) 1200 m b) 1256 m c) 1300 m d) 1370 m

Questao 15
Na figura abaixo, ABC'D é um paralelogramo, as retas r e s sao paralelas, D

e E sao pontos de s, F' e GG sao pontos de r, F' é um ponto de AD, ABC = 30°

13
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e CDE = 120°. Quanto mede em graus o angulo DFG?

a) 120° b) 130° c) 140° d) 150°

Questao 16
Por qual nimero devemos multiplicar o ntiimero 0,75 de modo que a raiz

quadrada do produto obtido seja igual a 457
a) 2700 b) 2800 c) 2900 d) 3000

Questao 17
Se eu leio 5 paginas por dia de um livro, eu termino de ler 16 dias antes do

que se eu estivesse lendo 3 paginas por dia. Quantas paginas tem o livro?
a) 120 b) 125 c) 130 d) 135

Questao 18
Na figura abaixo, ABC'E é um retangulo e C DE é um triangulo equilatero.

Sabendo que o perimetro do poligono ABC'DFE é 456 cm e C'D mede 68 cm,
qual a medida do lado BC'?

E

o O A~

A

a) 118 cm b) 126 cm c¢) 130 cm d) 142 cm

Questao 19

Se ABC' é um triangulo tal que AB = 3 cm e BC' = 4 c¢cm, podemos afirmar
que sua area, em cm?, é um ntmero:
a) no maximo igual a 9

b) no maximo igual a 8

¢) no maximo igual a 7
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d) no méaximo igual a 6

Questao 20
1

Seja f(xz) =3 - (z — 5)* — 4, onde x é um nimero real qualquer. O menor

valor que f(z) pode assumir é:
a) —3 b) —4 c) =5 d) —6
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Parte 11

Solucoes
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Capitulo 3

Vestibular 2011/2012

3.1 12 Fase

Questao 11

Solugao: Um aumento de 8% sobre um valor dado é o mesmo que mul-
tiplicar por 1,08, bem como um aumento de 12% é o mesmo que multiplicar
por 1,12. Entao, estes aumentos sobre um valor x podem ser representados
como se segue:

polos m2
100 100
Onde T é o valor final, que segundo o enunciado é R$ 756,00. A partir dai:
108112 108 - 112

= o000 © ™ 10000 ¢ 700

Fatorando e fazendo as simplificagoes necessarias:
. 108 - 7 - 10000
~ 108167

10000

Suponhamos agora o aumento de 20%. Analogamente temos que aumentar
20% ¢é o mesmo que multiplicar por 1,2. Se F' é a quantidade final:

12
F=—.625=F =750
10

Ou seja, a diferenca T'— F' é dada por:

19
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T—-F=76-70=T—-F=6
Opcao C
Questao 12
Solugao: Se a inclinacao da reta é de 40° ela é menos inclinada em relacao

ao eixo das abscissas do que a reta y = = que contém a inclinagao de 45°.
Veja na figura:

o

Assim podemos dizer em relacao a cada opgao:

(a) Se P pertence ao primeiro quadrante entdo a # b, pois a = b somente
sobre a reta y = x.

(b) Esta é a opcao correta. Veja na figura que N é um ponto de r e temos
c < d, pois ambos sao negativos. Entao sabemos que a < b caso P estivesse
no terceiro quadrante como N.

(c) Falsa. Pelo mesmo motivo de (a).

(d) Falsa. A justificativa estd na prépria opgao (b).

Como observacao para esta solugao, recomendamos que, no lugar dos valores
que usamos, sejam colocados niimeros para uma melhor visualizacao.

Opcao B

Questao 13
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Solugao 1: Sejam Ag, By e Cy as quantidades iniciais que eles receberam e
H a heranca. Portanto:

A0+Bo+COZH:>A()+BQ+CO:480000

Primeiro Aldo retira uma quantia x de sua parte e d4 a Baldo e Caldo de
modo que eles fiquem com quantias dobradas entao:

Aldo: Al = AO — X
Baldo: By = 2B,
Caldo: C; = 2C,

Repare que a soma nao se altera, ou seja:
A1+ By + C7 = 480000 = Ay — x + 2By + 2Cy = 480000

Depois Baldo retira uma quantia y de sua parte e dd a Aldo e Caldo de modo
que eles fiquem com quantias dobradas entao:

Aldo: A2 = 2<A1) = A2 = 2(A0 — :IZ')
Baldo: BQZBl—y:>B2:2BO—y
Caldo: Cy =2C) = Cy = 400
Mais uma vez a soma nao se altera:

As + By 4+ Cy = 480000 = 2Ag — 22 + 2By — y + 4C, = 480000

Por fim, Caldo retira uma quantia z de sua parte e da a Aldo e Baldo de
modo que eles fiquem com quantias dobradas entao:

Aldo: Ag = 2(A2) = Ag = 4(A0 — ZL‘)
Baldo: Bg = 282 = Bg = 4BO - 2y
Caldo: CgZCQ—Z:>03:4CO—Z
Como cada um recebe 160000 temos:
4A9 — 4z = 160000 = = = Ay — 40000

E analogamente:

4By — 2y = 160000 = y = 2B, — 80000

4Cy — z = 160000 = =z = 4C, — 160000
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Vamos reescrever as equacoes encontradas até aqui:

Ao + By + Cy = 480000
Ao — x4+ 2By + 2Cy = 480000
2A0 — 2x + 2By — y + 4C,y = 480000

E lembrando que:
x = Ag — 40000
y = 2By — 80000
z = 4Cy — 160000

Substituindo o valor de x na segunda equacao teremos:

Ay — x4+ 2By + 2Cy = 480000
Ap — (Ap — 40000) + 2B, + 2Cy = 480000 = By + Cy = 220000
Comparando com a primeira equacao do sistema:
Ao+ By + Cp = 480000 = Ay = 260000
Substituindo os valores de x e y na terceira equagao:
240 — 2(Ap — 40000) + 2By — (2By — 80000) + 4C, = 480000
160000 4 4Cp = 480000 = Cjy = 80000

Podemos calcular agora Bjy:
Ao + By + Cy = 480000 = 260000 + By + 80000 = 480000
Dai:
By = 140000

O problema ja esta solucionado, pois a questao sé pede a soma dos algarismos
de Ay que vale 8, mas vamos calcular x, y e z:

x = 220000 y = 200000 =z = 160000

Vamos fazer uma tabela com todos os valores das passagens do problema:

Passagem Aldo | Baldo | Caldo
Passagem 1 | 260000 | 140000 | 80000
Passagem 2 | 40000 | 280000 | 160000
Passagem 3 | 80000 | 80000 | 320000
Passagem 4 | 160000 | 160000 | 160000
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Solugao 2: Podemos simplesmente fazer o problema de tras para a frente,
pois sabemos que, no fim, todos os irmaos possuem 160000. Ou seja, antes
disso, Aldo e Baldo possuiam 80000 e assim por diante. Basta ver na tabela
anterior e isto sera facilmente verificado.

Opcao D

Questao 14

Solugao: Seja H a altura do Pao de Agucar e UM a altura do Morro da
Urca. Do enunciado temos:

4 5
PM = -h UM = -h
3" © 9
Calculando a tangente do angulo fj:
UM
tan f = ——
anf = par
Substituindo os valores dos segmentos:
5
9 5 3
tanﬁ:%itan6:§-é—l
3
Dai:
tan § = 0,416

Olhando na tabela, vemos que o angulo esta entre 22° e 23°.

Opcao B
Questao 15
Solucgao: O que temos que ter em mente é que, no primeiro corte, teremos 2
folhas empilhadas. No segundo corte, quatro folhas empilhadas e assim por
diante. Entao no enésimo corte teremos 2" folhas empilhadas.

Sabemos que 100 folhas equivalem a 1 cm de altura e 200 m equivalem a
20000 centimetros. Ou seja, se f é o numero de folhas:

f =20000 x 100 = f = 2- 106 folhas

Este é o total de folhas para formar uma pilha de 200 m. Usando a apro-
ximagao dada:
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2" =2.100 = 2" =100 = 2"~! = (10°)°

Entao:
2n—1 ~ (210)2 = 2n—1 ~ 220
Portanto:
n—1x~20=>n~21
Opcao A
Questao 16

Solugao: Seja x o raio do setor circular de 90°. A partir dai, olhando
a figura 2, é possivel ver que o lado do quadrado, os catetos do triangulo
retangulo, o menor lado e a altura do paralelogramo, a altura e a base menor
do trapézio e o raio dos setores de 45° também valem x. Como AB = 3 cm
e AB = 3z teremos:

3r=3=x=1cm

Agora basta calcular a area da figura 2 que é equivalente a da figura 4. Como
o coragao é composto de 2 setores de 90° (formando um circulo completo) e
um quadrado de lado 2z temos:

S = (22)* + m2® = S = 42* + 72?

Logo:
S=4+n

Opcao A

Questao 17

Solugao: Vamos fazer uma tabela com as maneiras possiveis de somar R$
1,00:

Maneira | R$ 0,10 | R$ 0,25 | R$ 0,50 | R$ 1,00

1 0 0 0 1
2 0 0 2 0
3 0 2 1 0
4 5 0 1 0
5 0 4 0 0
6 5 2 0 0
7 10 0 0 0

Sao, portanto, sete maneiras.
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Opcao D
Questao 18

Solugao: No esquema simplificado a seguir unimos os centros das circun-

feréncias de centro Cy e Cy; T e ) sao pontos de tangéncia e C} P é paralelo
a CB.

A

Dai temos que o angulo CoBC vale 30° e podemos calcular o seno deste
angulo no triangulo retangulo CyCy P:
R—r

30° =
T Ry

A altura h de um triangulo equilatero de lado 1 vale:

V3

O_AQ O_h —
sen 60 —Eésenm —1:>h— 5

Para calcular Cy() = R usamos 0 mesmo recurso:

sen 30° = g;)—g

Como CyB = h — R teremos:

L__R :>2R:\/7§—R:>R:%§

2 VB _

Mas:

- 1 V3 —6r
= =S =
+r 2 V3+6r

=

|

.
oS
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26

V3

V346r=2v3-12r = 18r =3 =1 = 5

Todos os triangulos assim formados serao semelhantes. Assim os raios das
circunferéncias Cy, C, etc. terao uma sequéncia numérica como segue:

<\/§\/§\/§ )

6187 54

Desenvolvendo:

Os comprimentos destas circunferéncias serao entao:

(27r\/§ 27r\/§ 27T\/§

9

6 18 o4

Como as circunferéncias C; e C}, Cy e C sdo congruentes queremos calcular

o valor da soma S:
7T\/§+2 (71’\/54_7‘(\/5_’_.”)

=73 9 21
Ou seja:
S = ”;/gw [7“3/3 <%+é+)
A soma entre parenteses é a soma dos termos de uma série geométrica e vale:
3 1
s=1- % = 5= 3
Entao:
S:”—\/gm(”—ﬁ-l) L g 23
3 3 2 3
Opcgao D

Questao 19
Solucao: Obviamente o enunciado estd incorreto, pois v/3 &~ 1,73 e pelo

método descrito teriamos:
3+4 7
~otE T

kv iabi

Usando v/33 teriamos:
33+36 69
2 * = =5,75

V33 2T
2v/36 12
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Opcao B
Questao 20

Solugao: O erro estd no passo 4, pois, ao dividirmos por a — b, estamos
dividindo por 0.

Opgao C
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Capitulo 4

Vestibular 2013/2014

4.1 1?2 Fase
Questao 11

Solugao: Sabemos que 262 = 676 e que 676 = 96 x 7+4. Logo basta subtrair
do numerador o menor inteiro de modo que obtenhamos um multiplo de 7,
que neste caso é o resto da divisao de 676 por 7, ou seja:

676 _ 1
7

7

676 —4 672
= — =96
7 7

Opcao D
Questao 12

Solugao: Primeiro transformamos a dizima peridica em uma fracao cor-
respondente:

r=0,333... = 10x = 3,333. ..

Subtraindo uma expressao da outra obtemos:
1
10$—x:3:>9x:3:>:v:§

Assim a expressao fica:

1,1 3 _2 3 2049 29
3 3 10 3 10 30 30

Opcao B

29
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Questao 13

Solugao 1: Podemos reescrever a equacao da seguinte maneira:
(x —2) (2ax —3) = —(x — 2)(—azx + 1)
Temos uma raiz que sera:
r—2=0=>2=2
Fazendo 2ax — 3 = —(—ax + 1) teremos:
2 —3=ar —1=ar =2

Como as raizes sao iguais a 2 teremos a = 1.

Solugao 2: Desenvolvendo a equagao termos:
2ax* — 3w — dax + 6 + (—az?) + 2+ 2ax —2 =10

Continuando:
az® + (-2 —2a)x+4=0

Que é uma equacao quadratica literal. Para que se tenha duas raizes reais e
iguais o discriminante deve ser igual a zero:

A=(-2-2a)?—4-a-4=0
Desenvolvendo:
4+ 8a+4a”—16a=0=4a>—8a+4=0
Dividindo ambos os membros da equacao por 4:
a>—20+1=0=(a—-1P2=0=a=1
Opgao C

Questao 14

Solugao: Sabemos que velocidade é a razao entre deslocamento e tempo
decorrido. Chamando de vy a velocidade de Robson e vy a velocidade de
Hudson podemos escrever:

_dg _dm
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Do enunciado vem que:
VR = 1, 3- Vg

E também:
dg = dr — 411
Logo temos o seguinte sistema de equacgoes:
1,3 vy =%
vy = dR;411
Assim, da primeira equacao encontramos:
dr
Vgt = ——
" 1,3

Substituindo na segunda:

d
UH.t:dR—411;s£:dR—411

Entao: L0d 34
R R
=411 —_—

13 ~ 13

Entao para a distancia percorrida por Hudson:

dp —

=411 = dp = 1781m

Opcao D
Questao 15

Solugao: Como ABC'D é um paralelogramo, CDF =~ CBA = 30°. Seja
a o angulo entre o segmento F'D e a reta s. Temos:

a+CDE + FDC =180° = a + 120° + 30° = 180°
Logo a = 30°. E, como r || s, também temos o = AFG. Como AFG +
DFG = 180°, sabemos que DFG = 150°.
Opcao D
Questao 16

Solugao: Traduzindo o enunciado para uma equagao temos:

V0,75 =45

Elevando ambos os membros ao quadrado:

100 x 202
0,75x:2025:>x:%:>x:2700
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Opcao A
Questao 17

Solugao: Seja t3 o tempo, em dias, que leva para terminar o livro lendo
3 paginas por dia. Se n é o nimero de paginas devemos ter:

Analogamente, se t5 é o tempo total, em dias, para terminar o livro, lendo 5
péaginas por dia, teremos:

n
t5 — g
Mas, do enunciado vem que t; = t3 — 16, entao:
non 3n —dn
= _16= =—16= —2n=—-240 = n =120
5 3 15 " "

Opgao A
Questao 18
Solugao: Como CDE é um triangulo equildtero, temos CD = DE = EC =

68 cm e também AB = 68 cm. Fazendo BC = AE = z e calculando o
perimetro:

68 -3+ 2x = 456 = 22 = 456 — 204 = x = 126 cm
Opcao B

Questao 19

Solugao: Suponhamos que o terceiro lado do triangulo seja de medida igual
a x. O perimetro do triangulo sera:

2p=3+44+x=>2p=T+=x

O semiperimetro serd p = ”Tx Pelo radical de Heron a area do triangulo
sera:
A T+ 7+x_3 7+x_4 7—|—x_w
2 2 2 2
Entao:

) )



4.1. 1* FASE 33

Desenvolvendo:

) )
A:\/(49;T2) (f”tl) = A= VT B0 1D

A expressao dentro do radical terd um méximo para z? igual a:

50

A area maxima sera, portanto:

A= %¢(49—25)(25—1) = A=6

Opcao C

Questao 20

Solugao: Primeiramente, vamos desenvolver a expressao dada para f:

1 13
f(a:):B(xz—a:—i—Z) —4:>f(:c):3x2—3x—z
Queremos o valor da ordenada do vértice, ou seja, yy = —%:
(=3)2—4-3.(=1) 9+ 39
=— =———=yy=—4
Yv 1.3 = Yv 19 Yv

Opcao B



