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Capitulo 1

Prova 2012/2013

Escolha a tunica alternativa correta, dentre as opgoes apresenta-
das, que responde ou completa cada questao, assinalando-a, com
caneta esferografica de tinta azul ou preta, no Cartao de Respostas.

1) Considere a circunferéncia (\) 2? +y?> — 42 = 0 e o ponto P(1,/3).
Se a reta t é tangente a A no ponto P, entao a abscissa do ponto de inter-
seccao de t com o eixo horizontal do sistema de coordenadas cartesianas é

[A] —2 B] 2+ /3 [C] 3 D] 3+3 [E] 3+3V3

2) Um recipiente em forma de cone circular reto, com raio da base R e
altura h, esta completamente cheio com agua e éleo.

Figura fora de escala

Sabe-se que a superficie de contato entre os liquidos estd inicialmente na
metade da altura do cone. O recipiente dispoe de uma torneira que permite
escoar os liquidos de seu interior, conforme indicado na figura. Se essa tor-
neira for aberta, exatamente até o instante em que toda agua e nenhum 6leo
escoar, a altura do nivel do éleo, medida a partir do vértice sera

Al L B] 4Tn (€] 2, D] Y2 [E] Y2
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3) A probabilidade de se obter um nimero divisivel por 2 na escolha ao
acaso de uma das permutacoes dos algarismos 1, 2, 3, 4, 5 é

[A] 5 B] 2 [C] 3 D] ¢ [E] 3
4) A figura geométrica formada pelos afixos das raizes complexas da equagao
2% — 8 = 0 tem &rea igual a

Al 7V3
B] 6v/3
C] 5v/3
D] 43
E] 33

6—log, m __ ~ vm
5) Se, W—Qcoma>0,a7élem>0, entao o valor de s

[
[
[
[
[

3

[A] 4 B] (€1 [D] 2 [E]

=
N =

6) O sélido geométrico abaixo é formado pela justaposi¢ao de um bloco retan-
gular e um prisma reto, com uma face em comum. Na figura estao indicados
os vértices, tanto do bloco quanto do prisma.

K

fmmmmmmm e m————————

Considere os seguintes pares de retas definidas por pontos dessa figura:
as retas LB e @; as retas AG e HI e as retas AD e GK. As posicoes
relativas desses pares de retas sao, respectivamente,

[A] concorrentes; reversas; reversas.

[B] reversas; reversas; paralelas.

[C] concorrentes, reversas; paralelas.

[D] reversas; concorrentes; reversas.

[E] concorrentes; concorrentes; reversas.



7) A figura a seguir apresenta o grafico de um polinémio P(x) do 4° grau no
intervalo ]0, 5]

O ntmero de raizes reais da equagao P(z) + 1 = 0 no intervalo |0, 5[ é
[A] 0 [B] 1 [C] 2 D13 [E] 4

8) Em uma progressao aritmética, a soma S, de seus n primeiros termos
¢ dada pela expressao S, = 5n? — 12n, com n € N*. A razao dessa pro-

[gﬁss_a; ) B] 4 (] 8 D] 10 E] 12

9) Na figura abaixo estd representado o grafico de uma fungao real do 1°

grau f(z).

‘Y
f(x)
1/
=5 P x

A expressao algébrica que define a fungao inversa de f(z) é
[Aly=35+1
Bly=2z+3
Cly=2z—-2
D] y = =2z +2
E] y =2z +2
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10) Sendo Z o conjugado do niimero complexo Z e ¢ a unidade imagindria,
o numero complexo Z que satisfaz a condicao Z + 27 =2 — Zi é
[A] z=0+1i

[B] 2z =0+ 0:
[C] 2=140:
D] z=1+1
[E] z =14

11) Um polinémio ¢(z), do 2° grau, é definido por ¢(z) = ax?® + bx + ¢,
com a, b e c reais, a # 0. Dentre os polinomios a seguir, aquele que verifica
a igualdade ¢(z) = ¢(1 — x), para todo x real, é

(Al g(x) = a(z® + ) + ¢

[B] q(z) = a(z?z) + ¢

[C] q(z) = a*(z%x) + ¢
D] ¢(z) = a*(z* + z) + ¢
[E] q(z) = a®x + ¢

12) Considere as seguintes afirmagoes:

I — Se uma reta r é perpendicular a um plano «, entao todas as retas de
a sao perpendiculares ou ortogonais a 7;

IT — Se a medida da projecao ortogonal de um segmento AB sobre um
plano aé a metade da medida do segmento AB, entao a reta AB faz com «
um angulo de 60°;

ITT — Dados dois planos paralelos a e 3, se um terceiro plano ~ intercepta
a e 3, as intersecoes entre esses planos serao retas reversas;

IV — Se «a e sao dois planos secantes, todas as retas de a também inter-
ceptam [3.

Estao corretas as afirmacoes

1 3
Se z e y sao valores para os quais B ¢é a transposta da Inversa da matriz
A, entao o valor de x +y é

[A] -1 [B] -2 [C] =3 [D] —4 [E] =5

13) Considere as matrizes A = [ 3 i } e B= [ 5 y+4 1
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2r — 1 , se x for racional
14) Seja a funcao f(z) = 2x* , se x for irracional
22+ 8 , se x for nao real
Assim, o valor de f(3) + f(i% + 5i"°) + f(f(v/—=2)), em que i = —1 6
[A] O [B] 1 [C] 2 [D] 3 [E] 4

15) Um fractal é um objeto geométrico que pode ser dividido em partes,
cada uma das quais semelhantes ao objeto original. Em muitos casos, um
fractal é gerado pela repeticao indefinida de um padrao. A figura abaixo se-
gue esse principio. Para construi-la, inicia-se com uma faixa de comprimento
m na primeira linha. Para obter a segunda linha, uma faixa de comprimento
m é dividida em trés partes congruentes, suprimindo-se a parte do meio.
Procede-se de maneira andloga para a obtencao das demais linhas, conforme
indicado na figura.

m
I I
L - -
EE EN EE =R

un nan wu o uu
[} i nmi wmm

Se, partindo de uma faixa de comprimento m, esse procedimento for efe-
tuado infinitas vezes, a soma das medidas dos comprimentos de todas as
faixas é

[A] 3m [B] 4m [C] 5m [D] 6m [E] Tm

16) Na figura abaixo estdo representados os graficos de trés fungoes reais,
sendoa >1eb>0.

AY y
‘Y
a+

b a+b a+1]
! 1+b aL
| a-1

L 3 | x I
Y 2a o [ x
Grafico 1 Grafico 2 Grafico 3

As expressoes algébricas que podem representar cada uma dessas fungoes
sao, respectivamente,
Aly=lr—a—by= () +aey="2
[B] y:|x—a|+b;y:(1+a)‘c+bey:|i—|+a



12 CAPITULO 1. PROVA 2012/2013

[Cly=lz+al—by= (L) +bey= "t
Djy=lz—al+by=2)+bey=E+a

]y = |e+a|+by= ()" +aey= ot

r—a

1
a
1
a

17) Um jogo pedagdgico foi desenvolvido com as seguintes regras:

— Os alunos iniciam a primeira rodada com 256 pontos;

— Faz-se uma pergunta a um aluno. Se acertar, ele ganha a metade dos pon-
tos que tem. Se errar, perde metade dos pontos que tem;

— Ao final de 8 rodadas, cada aluno subtrai dos pontos que tem os 256 inici-
ais, para ver se “lucrou” ou “ficou devendo”.

O desempenho de um aluno que, ao final dessas oito rodadas, ficou devendo
13 pontos foi de

[A] 6 acertos e 2 erros.

[B] 5 acertos e 3 erros.

[C] 4 acertos e 4 erros.

[D] 3 acertos e 5 erros.

[E] 2 acertos e 6 erros.

18) Em uma das primeiras tentativas de determinar a medida do raio da
Terra, os matematicos da antiguidade observavam, do alto de uma torre ou
montanha de altura conhecida, o angulo sob o qual se avistava o horizonte,
tangente a Terra, considerada esférica, conforme mostra a figura.

Linha do”
Horizonte

Segundo esse raciocinio, o raio terrestre em funcao do angulo « é dado

por:

sen(ah)
l—sena
hsen
1—sen
hsena

sena—1
l—sena

hsen v
14sen

hsen a

=
el SRV
I

55838
Il I
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19) Os pontos P e @ representados no circulo trigonométrico abaixo cor-
respondem as extremidades de dois arcos, ambos com origem em (1,0), de-
nominados respectivamente « e 3, medidos no sentido positivo.

Yy

N‘ﬁ""

Q

O v lor de tan(a + ) é
3

=
g

] =

g

] %
]
]
]

20) Sejam as fungoes reais f(x) = Va2 +4x e g(z) = 2 — 1. O dominio
da fungao f(g(x)) é

Al D={z€eR|z< -3ouzxz>1}

B D={reR|-3<z<1}

ClD={zeR|z<1}
[D]
[

(NI \)

ﬁEBE =
+

Séﬁ

w

3
+
-1

=

DID={zxeR|0<z <4}
El]D={zeR|z<0ouz>4}
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Capitulo 2

Prova 2013/2014

Escolha a tunica alternativa correta, dentre as opgoes apresenta-
das, que responde ou completa cada questao, assinalando-a, com
caneta esferografica de tinta azul ou preta, no Cartao de Respostas.

1) Sobre a curva 9z2 + 25y? — 36x + 50y — 164 = 0, assinale a alterna-
tiva correta.

[A] Seu centro é (—2,1).

[B] A medida do seu eixo maior é 25.

[C] A medida do seu eixo menor é 9.

[D] A distancia focal é 4.

[E] Sua excentricidade é 0, 8.

2) Se Y = {y € Rtal que |6y — 1| > 5y — 10}, entdo:
[A]Y =] =005l [B]Y={-1} [C]Y =R D]Y =0 [E]Y =[3 +o0]

3) As regras que normatizam as construgoes em um condominio definem
que a area construida nao deve ser inferior a 40% da drea do lote e nem su-
perior a 60% desta. O proprietdrio de um lote retangular pretende construir
um imével de formato trapezoidal, conforme indicado na figura.

F—12m—4+—-ia18m——}

desenhoilustrativo -fora de escala

Para respeitar as normas acima definidas, assinale o intervalo que contém

15
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todos os possiveis valores de .
[A] [6,10] [B] [8, 14] [C] [10,18] [D] [16, 24] [E] [12, 24]

4) O elemento da segunda linha e terceira coluna da matriz inversa da
1 01

matriz [ 2 1 0 | é
011

(A5 [B] 3 €10 D] —2 B -1

2

5) Uma determinada empresa de biscoitos realizou uma pesquisa sobre a
preferéncia de seus consumidores em relacao a seus trés produtos: biscoitos
cream cracker, wafer e recheados. Os resultados indicaram que:

e (5 pessoas compram cream crackers.

e 85 pessoas compram wafers.

e 170 compram biscoitos recheados.

e 20 pessoas compram wafers, cream crackers e recheados.
e 50 pessoas compram cream crackers e recheados.

e 30 pessoas compram cream crackers e wafers.

e (60 pessoas compram wafers e recheados

e 50 pessoas nao compram biscoitos dessa empresa.

Determine quantas pessoas responderam essa pesquisa.

[A] 200 [B] 250 [C] 320 [D] 370 [E] 530

6) Uma industria produz mensalmente x lotes de um produto. O valor men-
sal resultante da venda deste produto é V(z) = 3z% — 12z e o custo mensal
da produgao ¢ dado por C(x) = 5x* — 4z — 40. Sabendo que o lucro ¢ obtido
pela diferenca entre o valor resultante das vendas e o custo da produgao,
entao o numero de lotes mensais que essa industria deve vender para obter
lucro maximo ¢ igual a

[A] 4 lotes. [B] 5 lotes. [C] 6 lotes. [D] 7 lotes. [E] 8 lotes.

7) Considere que uma laranja tem a forma de uma esfera de raio 4 cm,
composta de 12 gomos exatamente iguais. A superficie total de cada gomo
mede:
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A} 5 ew® B 4T em® (O] ew® D] G em®  [E] 4°m en?

8) Os nimeros naturais impares sd@o dispostos como mostra o quadro

12 linha: 1

22 linha: 3 5

3% linha: 7 9 11

4% linha: 13 15 17 19

5% linha: 21 23 25 27 29

O primeiro elemento da 43* linha, na horizontal, é:
[A] 807 [B] 1007 [C] 1307 [D] 1507 [E] 1807

9) Um tenente do Exército estd fazendo um levantamento topografico da
regiao onde sera realizado um exercicio de campo. Ele quer determinar a
largura do rio que corta a regiao e por isso adotou os seguintes procedimen-
tos: marcou dois pontos, A (uma arvore que ele observou na outra margem)
e B (uma estaca que ele fincou no chao na margem onde ele se encontra);
marcou um ponto C distante 9 metros de B, fixou um aparelho de medir
angulo (teodolito) de tal modo que o angulo no ponto B seja reto e obteve
uma medida de § rad para o angulo ACB. Qual foi a largura do rio que ele
encontrou?

[A] 9v/3 metros

B 3\/_ 3 metros

B]

[C] 22 metros
D] \/_ 3 metros
[

E] 4,5 metros

10) De todos os nimeros complexos z que satisfazem a condicao |z — (2 — 2i)| =
1, existe um ntimero complexo z; que fica mais préximo da origem. A parte

real desse nimero complexo z; é igual a:
[A] 52 [B] 52 ] =2 D] £ E] ¢

1 2

11) Uma epidemia ocorre, quando uma doenga se desenvolve num local, de
forma répida, fazendo varias vitimas, num curto intervalo de tempo. Segundo
uma pesquisa, apos t meses da constatacao da existéncia de uma epidemia,
o nimero de pessoas por ela atingida é N(t) = 5 fP;ZQQt . Considerando que o
meés tenha 30 dias, log2 =~ 0,30 e log 3 ~ 0,48, 2000 pessoas serao atingidas
por essa epidemia, aproximadamente, em

[A] 7 dias.

[B] 19 dias.
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[C] 3 meses
[D] 7 meses
[E] 1 ano

12) Na figura abaixo estd representado o grafico da fungao polinomial f,
definida no intervalo real [a, b].

desenho ilustrativo - fora de escala

Com base nas informacoes fornecidas pela figura, podemos afirmar que:
[A] f é crescente no intervalo [a, 0].

| f(x) < f(e) para todo x no intervalo [d, b].

] f(x) <0 para todo x no intervalo [c, 0].

] a funcdo f é decrescente no intervalo [c, €].

E] se z1 € [a,c] e x5 € [d, €] entao f(z1) < f(x2).

B
C
D
[

13) Na figura abaixo, estéd representado o grafico da fungao y = log z. Nesta
representacao estao destacados trés retangulos cuja soma das areas ¢é igual a:

Y y=log x

\

'\\J>
Ny

N

N\

//
e
2
h
/fx 2 3 456 78 |4

desenho ilustrativo -fora de escala

14) Sejam dados a circunferéncia A : 2% + y* + 4z + 10y + 25 = 0 e o ponto
P, que é simétrico de (—1,1) em relacdo ao eixo das abscissas. Determine a
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equagao da circunferéncia concéntrica a \ e que passa pelo ponto P.
Al 22+ 9> +42+ 10y +16=0

[

B] A:a? +y?+ 42+ 10y +12 =0
[C]A:2? —y? +4x -5y +16=0
D] A:a?+¢? 4z —5y+12=0
[E] A:2? —y? — 42— 10y — 17 =10

15) Dado o polinoémio ¢(x) que satisfaz a equagao r3+ax?*—z+b = (z—1)-q(z)
e sabendo que 1 e 2 sao raizes da equacio 2 + ax? — x + b = 0, determine o
intervalo no qual ¢(z) < 0:

[A] [=5, —4] [B] [-3, -2] [C] [-1,2] (D] 3, 3] [E] [6, 7]

16) Sendo z o numero complexo obtido na rotagdo de 90°, em relagdo a
origem, do nimero complexo 1 + 7, determine 2z

A]1—i B) -1+ [C] —2i D] —1— 2 [E] 2+ 2i

17) Se escolhermos, ao acaso, um elemento do conjunto dos divisores inteiros
positivos do niimero 360, a probabilidade de esse elemento ser um ntmero
multiplo de 12 é:

[A] 5 B] £ [C]

2

[D]

wno

3 [E] §
18) Sabendo que 2 é uma raiz do polinémio P(z) = 22® —52% +x + 2, entdo o
conjunto de todos os niimeros reais = para os quais a expressao /P (z) esta
definida é:

Al {zeR|1<x <2}

Bl {reR|z< -1
Cl{zeR|—3<z<louz>2}
[D] {z e R |z # 2}
El{reR|z#2ex#1}

19) Considere um prisma regular reto de base hexagonal tal que a razao
entre a aresta da base e a aresta lateral é \/Tg Aumentando-se a aresta da
base em 2 cm e mantendo-se a aresta lateral, o volume do prisma ficara au-

mentado de 108 cm?®. O volume do prisma original é
[A] 18 cm®.  [B] 36 cm®.  [C] 183 ecm®.  [D] 36v/3 cm®.  [E] 40 cm?®.

20) Em um treinamento da arma de Artilharia, existem 3 canhdes A, B
e C. Cada canhao, de acordo com o seu modelo, tem um raio de alcance
diferente e os trés tém capacidade de giro horizontal de 360°. Sabendo que
as distancias entre A e B é de 91 km, entre B e C' é de 8 km e entre A e C
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¢ de 6 km, determine, em km?, a 4rea total que estd protegida por esses 3
canhoes, admitindo que os circulos sao tangentes entre si.

[A] Zr B) 2 €] %er e E] 2
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Capitulo 3

Solugao 2012/2013

Questao 1

Solugao 1: Primeiro precisamos encontrar o centro da circunferéncia re-
escrevendo a equacao dadal:

2’ —dr+4—4+y =0= (-2 +y' =4

O centro da circunferéncia é C(2,0) e o raio ¢ R = 2. Feito isso precisamos
encontrar o coeficiente angular da equacao da reta s que passa pelo centro
de A e pelo ponto P:

— 0—+3
Y ek T e e BN

* xo—2ap 21
As retas t e s sao perpendiculares, logo mg - m; = —1, dai:
-1 1
my = —= = My =

—V3 V3
A equacao da tangente t serd portanto:

1
y=—=xr+n

V3
Como ela passa pelo ponto P(1,/3):

1 1 2 23
\/§:—-1+n:>n:\/§——:>n:—:>n:_

Lembre-se que a equagao da circunferéncia de centro C(x, o) e raio R pode ser escrita
como (x — x9)? + (y — y0)? = R?

23
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Entao temos para a reta t:

Mas queremos saber a raiz, logo:

0 L. 2V/3 @ 2V/3 N
= —1 - - = -

V3 3 V3 3
Solugao 2: Depois de encontrar a equacao da circunferéncia, veja na figura
que o triangulo CPX é retangulo em P e sabemos que C'P = 2 (raio da
circunferéncia).

r=—-2

Como C'P 1 PX, aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo CPX:
CX*=PX*+CP*= (2—2)>=PX*+2°

Dai:
4—dx+ a2 =PX*+4= —dx+2°=PX?
Para achar PX usamos o teorema de Pitdgoras no triangulo PH X:

PX?=PH?+ HX? = PX? = (V3)? + (1 — z)?

Entao:

PX?*=341—-2z+2>= PX*=4— 2z +2*
Voltando:

A+t =4-2x+2°= 2w =4=1=-2

Opcao A
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Questao 2

Solugao: Primeiro vamos calcular o volume de dgua na parte inferior do
cone. Chamemos de h, = }—2‘ a altura do cone de agua e R, = % o raio do
cone de agua. Seu volume V, sera:

1 1 (R\*h 11
Vo= -nRha=V,=- =) == V,=---nR*h
3"t 3 <2) 2 s 3"
Mas sabemos que o volume do cone todo é V' = %ﬂ'RQh, ou seja, o volume de

Oleo V, é: -
V, =+ xR
g 37TR

Quando toda a agua escoar, este volume V, formara um novo cone de mesmo
volume, porém de raio r e altura A’. Entao:

1 71 1
V, = §7T7”2h, = 3" §7TR2h = gm’zh'
Fazendo as devidas simplificacoes e, isolando h':
7 R* 8K
— RPh=7rh = — = —
8 " 2 Th

Mas a secao tranversal deste novo cone forma dois triangulos semelhantes e
podemos escrever:

Comparando as duas ultimas equagoes:

h\? 8K s THE RNT
(ﬁ) S T W= e =y
Opcao A

Questao 3

Solugao: Para que o nimero seja divisivel por 2 ele deve terminar por 2
ou 4. Entao pelo principio multiplicativo temos um total 7" de ntmeros
pares igual a:

T=4-3-2-1-2=T =48

O total geral de nimeros é N = 5! = 120. Dai a probabilidade p de um dos
nuameros escolhidos ser par vale:

48

=— =
P= 190

9
P=3
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Opcao B
Questao 4

Solugao: A equacao x® — 8 = 0 possuf trés raizes e todas possuem o mesmo
mudulo, pois sao niimeros complexos que tém seus afixos sobre uma mesma
circunferéncia. Como uma das raizes é 2, sabemos que todas tém mddulo
igual a 2. E o que queremos ¢ a area de um triangulo equilatero que tem:

2
-h=2=h=3
3

Mas em um triangulo equilatero temos:

14
h:%gzﬁz

Sle

A area S portanto sera:

2 12.\/_
S:Ef:S (ﬁ)4 - S =133

Apesar de nao ser necessario, vamos agora encontrar as trés raizes da equacao.
Temos:
2—20=0=22=20= 2= Iz

Usando a féormula de Moivre encontramos as solugoes que sao da forma:

1 0 + 2km , 0+ 2km
z = p3 |cos —3 + isen —a JkeZ

Como uma das solugoes ¢é z; = 2, temos, para esta solucao, § = 0 e podemos
encontrar as demais:

z= \3/§ [cos (—O +32k7r) + 7sen <—O +32k7r>}

Veja que, para k = 0, teremos z; = 2. Variando k:

° k—1$22—2[005( )+Zsen(2§r)}

o k=22 2 =2 [cos (2) + ssen (4)

Para os demais valores de k, as raizes vao recair sobre as ja encontradas.
Veja na figura que os afixos formam um triangulo equilatero. Além disso,
Oz1 202 =2 0z3 =2 e 21020 = 25023 = 23027 = 120°. Assim, o lado do
triangulo poderia também ser calculado usando-se a lei dos cossenos.
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Opcao E

Questao 5

Solucgao: Desenvolvendo a expressao dada:

6 — log, m _o 6 — log, m

=2

- ¢ 9= — ~°¢
1 +log,.m 1+ $log, m
Dai:

6 —log, m = 2 +log, m = 2log, m = 4 = log,m =2 = m = a*

Simplificando a expressao do enunciado:

vm Va2 a 1

a+vm  ata@ 2a 2
Opgao E

Questao 6

Solugao: Vamos analisar cada caso separadamente:

e LB e GE: As arestas LG e EB sao paralelas, logo tém retas suporte
que sao paralelas e, portanto, determinam um tunico plano « que as
contém. Como L € o e B € a temos LB € «. Analogamente, F € o e
G € a temos GE € «, entao LB e GE sao concorrentes;

e AG e HI: Os pontos A, G, H e I pertencem ao mesmo plano (.
Como as retas suporte das arestas AG e HI nao sdo paralelas nem
congruentes, sao concorrentes;



28 CAPITULO 3. SOLUCAO 2012/2013

e AD e GK: Os pontos A e D estao em um plano 7 e os pontos G e
K estdao em um plano 6 de modo que 7 || §. Como as retas suportes
de GK e de AFE sao paralelas, pois estao em faces paralelas do prisma
ABEFHKLG, a reta suporte de GK nao é paralela a reta suporte de
AD, pois AE e AD téem A comum. Logo AD e GK sao reversas.

Opcao E
Questao 7

Solugao: O ponto de minimo local no intervalo (2,3), de acordo com a

figura, parece ser M (g, —%) Se somamos uma unidade ao polinomio, so-

mente “elevamos” em uma unidade todas as ordenadas de todos os pontos.

Logo o novo minimo local serda M’ (g, %) Portanto o polindémio possuira,

agora, apenas duas raizes no intervalo (0, 5).
Opcao C
Questao 8
Solucgao: Primeiro calculamos S; a partir da expressao dada:
S;=5-1?-12-1= 5 =-7

Este é o proprio primeiro elemento, ou seja, a; = 1. Agora calculamos S5
usando a expressao dada e o resultado anterior:

Sy =ay+a; =5-22-12-2=ay+ (=7)

Entao:
as=—-4+7=a,=3

A razao é, portanto:
r=a—a=>r=3—(-7)=>r=10
Opcgao D
Questao 9

Solugao 1: Vamos encontrar a equacao da funcao dada. Usando a equacao
segmentaria da reta:
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Em que p e ¢ sao os valores da abcissa e da ordenada em que o gréfico

intercepta os eixos coordenados respectivamente, ou seja, p = —2 e ¢ = 1.
Entao: . y

421

-2 1

Agora, para achar a inversa, basta trocar x por y e isolar y:

Portanto:
y=2xr—2

Solugao 2: Os pontos dados sdo (0,1) e (—=2,0). Podemos, para achar a
inversa, trocar x por y em cada ponto, ou seja, os novos pontos serao (1,0) e
(0, —2). Repare que ja conhecemos o termo independente da fungao usando
o segundo ponto:

y=mzx —2

Como (1,0) é a raiz desta fungao:
0O=1-m—-2=m=2

Dai:
Yy =2x—2

Opcao C
Questao 10
Solucao: Da expressao dada temos:
Z+4+2Z=2-7i=2Z=2-Z(i+1)
Fazendo Z = a + bi teremos Z = a — bi e:
2(a—bi) =2—(a+bi)(i+1)

Desenvolvendo:
2a — 2bi = 2 — (ai + a + bi* + bi)

Simplificando e agrupando os termos semelhantes:

20 —2bi =2—a+b— (a+b)i
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[gualando as partes real e imaginaria correspondentes teremos o sistema:

20=2—a+b
2b=a—+b

Da segunda equacao temos a = b. Substituindo na primeira equacao:
Ja=24+a=a=1

Entaob=1e:
Z =141

Opcao D

Questao 11

Solugao: De acordo com o enunciado:
¢x)=q(l—2)=ar®* +bz+c=a(l —2)* +b(l —z) +c

Entao:

ar® +br = a(l —2x +2%) +b— b
Dalf:

azr® 4+ br = ar® — (2a +b)r +a+b

Como dois polinomios s6 sao idénticos se seus coeficientes sao idénticos, te-
remos:

a+b=0
—2a—b=b

As duas equacoes sao idénticas e temos a = b. Logo:
q(z) =ar’ +ax +c=q(z) = a(x* + 1) + ¢
Opcao A

Questao 12

Solugao: Vamos analisar cada alternativa.

I — Verdadeira. Se r é perpendicular a «, é perpendicular a todas as retas de
a que passam pelo ponto P da intersecao de r com «. Dal seja uma reta t de
« que nao passe por P. Pegamos uma reta s || ¢ que passe por P e teremos
s 1 r, entao t e r sao ortogonais;

IT — Verdadeira. Suponha que a projecao ortogonal C'D = ATB esteja em um
plano a que nao forma 60° com a reta AB. Mas existe um plano 5 que faz
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60° com AB e, cuja projegao ortogonal MN = ATB. Dai MN = CD e, por
isso, a || B, contrariando a hipétese.

[T — Falsa. Sejaany=re Ny =s. Temos quer € v e s € v, portanto, r
e s sao paralelas — que é o caso —, congruentes ou concorrentes. Mas nunca
reversas, pois teriam que estar em planos distintos;

IV — Falsa. Basta ver que se temos a N = r e tomarmos uma reta s € « e
t € fdemodoques|ret| r, entdo s | t.

Opcao A
Questao 13

Solugao: Em primeiro lugar vamos encontrar a inversa de A. Para ma-
trizes A de segunda ordem a inversa A~! tem o seguinte formato:

1 d —b
ATl = :
det A {—c a ]

Em que det A é o determinante da matriz original. Entao:

1 r -5
At = — .
3r—5 [—1 3 }

Agora precisamos da transposta de A~!, dai:

[gualando esta matriz a matriz B teremos:
T —1
{3:1735 33:3—5}:[55 y+4]
37—5 3a-5 y 3

=3=3r—-5=1=3r=6=2=2

Entao:

3z —5

Portanto x +y = —3.

Opcao C
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Questao 14

Solugao: Vamos ver o que ocorre para cada parcela da expressao pedida.
Primeiro, vemos que % € Q, entao:

1 1 1
Z)l=92.2 -1 Z) =
1(3)-23-127)
Sabemos, também, que:

;64 — j4164+0 _ (24)16 0—1.1=

E que:

Z~110 _ Z,4.27+2 _ (Zv4)27 . Z-2 =1 (_1) =—1
Entao:
Como —4 € Q:

f(~4) =2 (~4) =1 = f(~4) = 9
Como /=2 ¢ R teremos:

FV=2) = f(V2-(-1)) = f(V2i)
Logo:
f(V2i) = + 8= f(V2i) = (V2i) +8 = f(V2i)=2-(-1) +8=6
Entao:
Ff(V=2))=f(6)=2-6-1=11
Portanto, e finalmente:

f (%) + f( 4+ 510 + F(F(V=2)) =0+ (—9) + 11 =2

Opcao C

Questao 15

Solugao: Primeiro precisamos perceber que ha um padrao. Facamos entao
uma tabela com L linhas e coloquemos ao final de cada linha o tamanho to-
tal da faixa restante my correspondente, ou seja, apds a retirada do pedaco
respectivo:
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Linha 1: m;=m

LinhaQ: mgzml—%:m—%zém
Linha 3: m3:m2—2-%—§m_§m:%m
i . — 4. 4, 4, 8
Linha 4: my=m3—4- -5 = 98m ng — Q{ém
i : = _{.m _ 8, "8 16
Linha 5: ms=my —8- g7 = xm—gm=gm
: . _ L—2 _m _ 2F72m  2072%m _ (2 \L-1
Linha L: mp=mp —2"7% 5% = =0 — 5= = (3)""'m

Veja que, a excecao da primeira linha, em que nao ha “retirada”, as demais
obedecem a expressao da linha L. Mas queremos o total M:

M:m1+m2++mL—|—

Entao, repare que a soma ¢ uma progressao geométrica de razao %:

2 4 2\
M:m+§m+§m+...+ — | m-+...

3
Ou seja:
2 4 2\ "
M = 1+=-+=-+... =
m|l+ 345+ +(3) +
Finalmente: .
M=m ( 2):>M:3m
1_2
3
Opgao A
Questao 16

Solugao: Em geral, para problemas em que temos o grafico e queremos
encontrar a expressao algébrica que define a funcao, precisamos saber a
principio qual é o tipo de funcao com o qual estamos lidando. Mas aqui,
quem da esta informagao sao as opgoes. Para o grafico 1, por exemplo, s6
podemos afirmar que a funcao envolve modulo porque todas as opgoes sao
deste formato. Af basta analisar os pontos dados para cada grafico e verifi-

car em qual das opgoes ha uma expressao que corresponde aqueles pontos.
Entao:

e O grafico 1 mostra uma fungao que passa pelos pontos (a, b), (2a,a+b)
e (0,a+0b). A fungao que satisfaz estes pontos é y = |xr — a| +b. Uma
alternativa a esta solucao, que pode parecer um pouco “um chute”, mas
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de fato nao é (dada a forma como a questao foi colocada), é verificar
que a fungao do grafico 1 é a funcao f(x) = |z| deslocada a unidades
para a direita e b unidades para cima;

e O gréfico 2 possui uma curva que se parece que com o grafico de uma
funcao exponencial e cuja expressao deve obedecer aos pontos (0, 1+b)
e (—1,a+b). A expressao éy = (é)l’ + b. Mais uma vez, podemos
verificar que a exponencial é decrescente e, portanto, a base m deve
ser tal que 0 < m < 1. Além disso, ela esta deslocada b unidades para
cima;

e O grafico 3, supostamente, mostra duas fungoes constantes para inter-
valos disjuntos de x e o ponto (0, a). Do gréfico, vemos que para z > 0
temos y = a+1 e parax < 0 temos y = a—1. A expressao que obedece
aisto é y = % + a, claro, definindo que, para x = 0, temos y = a.
Como observagao, o enunciado (e o grafico) nao deixa claro se o ponto
(0, a) pertence realmente ao grafico.

Opgao D
Questao 17

Solugao: A ideia do calculo da pontucao final do aluno é a ideia de au-
mentos e descontos sucessivos de uma quantia inicial. Veja que calculamos a
pontuacao da rodada e, depois, multiplicamos pelo fator seguinte para cal-
cular a pontuagao seguinte. Os fatores sao: se ele acerta, recebe metade do
valor zy que tem, logo:

1
T=2Tyg+ %o =T =T
0T 5%0 510

Ou seja, um aumento de 50% de sua pontuagao atual. J& se ele erra, perde
metade de sua pontuagao atual, ou seja:

1 1
I:I0—§I0:>CC:§ZEO

Portanto um desconto de 50%. Assim sua pontuacao final P sempre sera

dada por:
P (2) (L)
2 2

Em que xg é a pontugao inicial, n é o nimero de acertos e m é o nimero de
erros. E ainda: m +n = 8 (no nosso caso) que é o numero de rodadas. Dai
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se ele teve que ficar devendo 13 pontos, ao final da ultima rodada ele tinha
256 — 13 = 243 pontos. Resumindo: é como se ele investisse 256 pontos e
a cada periodo (neste caso rodadas) ou seus pontos “rendem” 50%, caso ele
acerte; ou seus pontos “desvalorizam” 50%, no caso de ele errar. Entao:

3\" [1\"
243=(=) - (=) -256
(=) ()

3n
35 - 2n+m ’ 28

Desenvolvendo:

Mas n 4+ m = 8, logo:
3¥=3"=n=>5

Consequentemente m = 3. Ou seja, 5 acertos e 3 erros.
Opcao B

Questao 18

Solugao: No triangulo dado, formado pela tangente, pelo raio R e pelo
segmento que une o topo da torre ao centro da Terra teremos:

" R+h
Entao:
h
(R+h)sena =R = Rsena — R= —hsena = R = _ARene
1 —sena
Opcao B

Questao 19
Solugao: Vamos por partes. Primeiro vamos calcular sena e cos a, lem-

brando que o raio do circulo vale 1, que P estd no segundo quadrante e @)
esta no terceiro quadrante:

2
sena:7:>a:135°

sen o«
COos «x

e

E, portanto, cosa = — E também tana = = —1. Analogamente

para sen [3 e cos [3:
1
cos 8 = —3 = [ = 240°
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Dai teremos sen a = —\/73 e, logo, tan f = 8 — /3. A partir daf:

COoSs

tan a + tan 3
t pu—
an(a+ f) 1 —tanatan 8
Logo:
—1+3 —~1+3
tan(a + p) = = tan(a+ p) = ———=
(00 = = g = e ) = T
Racionalizando:
-1+v3 1-V3 ~1+V3+v3-3
tan(a + 0) = . = tan(a + f5) =
E por fim:
—442
tan(a+5):t—2\/§:>tan(a+ﬁ):2—\/§
Opcgao D
Questao 20

Solugao: Vamos encontrar a expressao algébrica da fun¢ao composta f(g(z)):

flo(@)) = V(x =12 +4(z — 1) = f(g(x)) = Va? = 20 + 1 + 4z — 4

Portanto:

flg(x)) = Va2 + 2z —3

Devemos ter 22 + 2z — 3 > 0. Como as raizes sao —3 e 1, teremos?:
D = (—o0, —3] U [1, +00)

Opgao A

2 Aqui, por economia de escrita, passamos direto pela resolucio da equacao do segundo
grau. Caso queira, vocé pode verificar que a equacdo 2 + 2z — 3 = 0 equivale a escrever
(x+3)(z—-1)=0.
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Solugao 2013/2014

Questao 1

Solucgao: Dada a equagao do enunciado s6 precisamos organizar os termos,
para poder competra os quadrados:

92% — 36 4 25y + 50y — 164 = 0
Podemos entao escrever:

(37 —6)* - 36+ (5by +5)* —25— 164 =0

Entao:
[3(z — 2)]* + [5(y + 1)]* = 36 + 25 + 164
Portanto:
x — 2)? +1)2
O(x — 2% + 25(y + 1)° = 225 = - %) n (y&) —1
9 25

E finalmente:
=27, (y+ 1) _

=1
25 9
Sabemos que a equagao da elipse de centro (zo,yo) tem o formato:

(x - xo)z (?J - y0)2
a? * b? =1

Assim, esta equagao representa uma elipse de centro (2, —1), com eixo maior
2a = 10 e eixo menor 2b = 6. Desta forma, a = 5, b = 3 e podemos calcular
a distancia focal f = 2¢ por meio de ¢ e da relacao entre os eixos:

=P+t =>*=25-9=c=4

37
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Como a distancia focal vale 2c temos f = 8. A excentricidade vale e = ¢,

entao:

4: 0,8
e = — e =
5 Y

Opcao E
Questao 2

Solugao: Temos que resolver a seguinte inequacao modular:
|6y — 1| > 5y — 10

Para que o médulo de um niimero real x seja maior que um valor real positivo
a ele deve ser maior do que esse nimero ou menor do que o simétrico deste
nimero:

lz| >a< < —aouz>a

Assim temos dois casos:
6y —1>5y—10=y > -9

Ou:
6y —1<-by+10=y<1

Assim temos a uniao de dois intervalos:

[—9, 400l U[—00,—1] =R

Opcao C
Questao 3
Solugao: A area S do trapézio deve estar no intervalo:
40 60
—R<S<—R
100 — 7 100
Em que R representa a drea do retangulo. Como R = 20 x 30 = 600 m?:
40 60
— 600 <5 < —-600
100 - 7100
Usando a expressao que calcula a area do trapézio:
240 < W < 360
Portanto:

24<1242<36=>12<x <24
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Opcao E
Questao 4

Solucao: Pela propriedade da inversa M~! de uma matriz M de ordem

n temos:
M-M1'=1I,
Dai:
1 01 a b c 100
210 de fl1=1010
011 g h i 0 01
Multiplicando as matrizes teremos:
a+g b+h c+1 100
2a+d 2b+e 2¢+f | =101 0
d+g e+h f+1 0 01

Pegando a terceira coluna da matriz resultante do produto teremos um sis-
tema com trés equagoes:

c+1=0
2¢c+f=0
f+i=1
Da primera equacao temos ¢ = —i. Substituindo na terceira:

fH(—e)=1=f=c+1
Na segunda equacao teremos:

1
20+0+1:0:>3c:—1:>c:—g

Dai podemos calcular f, que é o elemento procurado:
1 2

- 4l=>f=2

/ 3 / 3

Opcao A
Questao 5

Solugao: Utilizando um diagrama de Venn podemos colocar os valores for-
necidos pelo problema:

O numero n de pessoas que que respondeu a pesquisa corresponde ao so-
matdério de todos os valores no diagrama:

n=20+10+30+404 5+ 15480+ 50 = n = 250
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cream cracker wafer

Nao compram
50

recheados

Opcao B
Questao 6

Solugao: Do enunciado temos a informagao de que o lucro L(x) vale:
L(x) = V(z) - C(x)
Dai:
L(z) = 32 — 122 — (52® — 40z — 40) = L(z) = —22° + 28z + 40

O ntmero de lotes que a empresa deve vender para obter lucro maximo
corresponde a abscissa do vértice:

Tr=— 28 =x=7
— ) —

Opcao D
Questao 7

Solugao: A superficie total S de uma esfera de raio R é dada por:

S = 4rR?
Como sao 12 gomos iguais teremos:
47 R? 47 - 16
Sy = 7;2 + 7R = S, = il +7-16
A parcela somada é a “area lateral” do gomo, portanto:
167 641

Sg:T+167T:>Sg: 3

Lembrando que 64 = 4 encontramos a opcao correta.
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Opcao A
Questao 8
Solugao: Reparemos que, quando a linha é de ordem impar, o termo central
é o quadrado do valor da linha. Assim, na 43?* linha temos o termo cen-
tral valendo 432 = 1849. Vejamos ainda que o niimero de termos de cada
linha corresponde a ordem da linha. Serao, entao, 43 termos na 43* linha
e sera, portanto, o termo central o 22° termo. Mas como todos os termos
sao impares, podemos imaginar uma progressao aritmética cujo 22° termo

vale 1849 e da qual queremos descobrir o primeiro termo. Como a razao ¢é 2
podemos escrever:

Aoy = a1 +21-r=1849=a; + 21 -2 = a; = 1807
Opcao E

Questao 9

Solugao: O que o tenente fez foi desenhar um triangulo ABC' retangulo
em B, com cateto BC' =9 m e angulo ACB = 3. Como queremos calcular
o lado AB, basta usar a tangente:

© AB AB
tan3 BC:>\/§ 9 = 9v3m

Opcao A
Questao 10
Solugao: Facamos z = a + bi, teremos:
la+bi—(2—-20)=1=]a—2+(b+2)i| =1

Calculando o médulo temos:

Vie—22+0+22=1=(a—-2+0+2)?=1

Esta equagao corresponde a um circulo de raio 1 com centro C(2, —2).
Veja que a inclinacao da reta que passa pelo centro do circulo é de 45°.
Através das relacoes de seno e cosseno podemos calcular a e b:

— 10| V2 4-2

2
=" s =2- Lo o | =
sen : 0] 5 = 10l 5

Como sen45° = cos45° temos que a = |b|.
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Opgao A

Questao 11

Solugao: Substituindo o valor de 2000 pessoas na equacao da epidemia
temos:

9000 — 20000 1 10

= =2+15-47"=10
5115 4 511542 T

A partir dai:
15-47% =38

Podemos reescrever esta equagao da seguinte maneira:

23

15 () =2 = 15= —

Fatorando 15 e aplicando as propriedades das poténcias temos:
3.5 =2
Podemos entao escrever:
log(3 - 5) = log(2*™) = log 3 + log 5 = (3 + 4t) log 2
Como 5 = 12—0 teremos:
10
log3+log? = (3+4t)log2=0,48+1—-0,30 = (3+4¢)-0,30
118

30
Para encontrar o tempo em dias basta multiplicar por 30 e obteremos 7 dias.

14 7
:34_415:%:415:25:%1@6888
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Opcao A

Questao 12

Solugao: Vamos analisar cada opgao:

[A] FALSA. f s6 é crescente no intervalo [a,c]. No intervalo [c,e] ela é de-
crescente.

[B] FALSA. f(e) é o valor minimo da funcéo f.

[C] FALSA. f > 0 para todo z € [c,d).

[D] VERDADEIRA.

[E] FALSA. Temos f(xz;) > 0 para z; € [a,c], enquanto f(z3) < 0 para
Ty € [d,e].

Opcao D
Questao 13
Solucgao: Seja S a soma das areas, logo:
S=A+ Ay + A3
D acordo com o gréafico podemos calcular cada area:
S=1-log2+2-log3+3-logh
Podemos reescrever esta expressao da seguinte maneira:
S=1-log2+2-log3+2-logh+logh
Aplicando as propriedades de logaritmos:
S =1log(2-5)+2(log3 +logh) = S =log 10 + 21og(3 - 5)

Entao:
S=1+2logl)

Opcao D
Questao 14
Solugao: Primeiro vamos achar o centro da circunferéncia dada:

P+ +4r+10y +25=0
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Completando os quadrados:
44+ +10y+25=0= (z+2)> -4+ (y+5)>—25+25=0
Dai:
(x+2)*+(y+5)*=25

O centro é portanto (—2,—5). Como a circunferéncia passa pelo ponto P,
simétrico de (—1,1) em relagao ao eixo x, a distancia entre os pontos corres-
ponde ao raio. O ponto P é (—1,—1) a distancia PC sera:

R=y(-2-(-1)2+(-5-(-1)?2=R=vV1+16= R=V17
Escrevendo a equacao da circunferéncia:
(x+2)%+ (y+5)> =17
Calculando as poténcias:
2 +dr+4+y* + 10y +25 = 17
A equacao entao sera:
22 + % +4r + 10y + 12 =0
Opcao B
Questao 15

Solugao: Se 1 é raiz da equagao 2 + az? — x + b = 0, entdao podemos
escrever:
Pta 1’-1+b=0=a+b=0

E, também, se 2 é raiz da equacdo x® + ax? — x + b = 0, entdo podemos
escrever:
22 +a-22-2+b=0=4a+b=—6

Substituindo a primeira na segunda equacao:
da+ (—a)=—-6=a= -2
Portanto, b = 2, e a equacao pode ser reescrita:

22—t —r+2=0
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Fatorando esta equagao em termos de suas raizes:
(x—x)(x—1)(z—2)=0
Em que x; é a terceira raiz. Assim teremos:
(x—21)(2® =32 4+2) = 0= 2° — 32> + 20 — 212° + 322, — 27, = 0

Portanto:
2 — 3+ xy)2* + 3wy +2)z — 22, =0

Como as duas equacoes representam o mesmo polinomio teremos:
—2r1=2=>2x,=-1
Podemos agora escrever ¢(z):

(x+1)(x—1)(x—2)
r—1

q(z) =

=q(x)=(r+1)(x—2)

A expressao tem duas raizes reais e é negativa ou nula entre estas raizes, ou
seja, para —1 < x < 2.

Opcao C

Questao 16

Solugao: Para efetuar uma rotacao de 90° em um ntumero complexo de-
vemos multiplica-lo por i, logo:

z=1+i)i=z=—-1+1
Calculando 22
P=(-1+i)’=2=1-2i—1=2"=-2i
Calculando 23
P=2 = (<20) (—1+4) = 2 =2+2i
Opcao E

Questao 17

Solugao: Fatorando 360 encontramos:

360 =2%-32.5
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O conjunto D(360) de divisores de 360 tem, portanto:
D(360) = (34+1)(2+1)(1 + 1) = D(360) = 24 divisores
Como 12 = 22 - 3 podemos escrever 360 como sendo:
360 = (22-3)-(2-3-5)
O numero m de multiplos de 12 que sao divisores de 360 serd portanto:
m=(1+1)1+1)1+1)=m=38

A probabilidade fica entao:

Opcao C
Questao 18

Solugao: Se 2 é raiz do polinomio podemos usar o algoritmo de Briot-Ruffini
para reescrevé-lo como um produto de dois polinémios:

Entao:
20 — b’ x4+ 2= (z—2)(22° —x — 1)

Asrafzes de 222 —2—1=0sao le —%. Logo esta expressao é negativa para

o intervalo (—3,1). Queremos P(z) > 0. Isto ocorre em dois casos:

e Casol: 2 —2>0e222—2x—1>0.
Neste caso, temos como intersecao que x > 2.

e Caso2: 2 —2<0e222—2x—1<0.

Neste caso, temos como intersecao que — < z < 1.

1
2

A unido dos intervalos é, portanto, {r € R | —5 <2 <1 ou z > 2}.

1
2

Opcao C
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Questao 19

Solucgao: Seja ¢ a aresta da base e h a aresta lateral. Sabemos do enunciado
que % = \/?g Considerando Sp a area da base, o volume é:

V:SBh=>V:6€2§h

Mas £ = h*32, dat:
2
V=3 hﬁ .ﬁhzﬂ/:hfﬁ@
3 2 2
Seja V' o volume quando aumentamos a aresta da base em 2 cm. Ou seja:

V' =300+ 2)2\/7511

Como V' =V + 108 teremos:

V3

3
2\/_h = h37 + 108

3(¢+2)22"

Lembrando que ¢ = h‘/?g temos:

2
3<h§+2> -?h:hs‘?JrlOS

Desenvolvendo:

h2
3<§+4h§+4> -?h:h3§+108

Multiplicando toda a equacgao por 2 e aplicando a propriedade distributiva:
(n+4nV3+12) - V3h = V3 + 216
Aplicando mais uma vez a propriedade distributiva:
V3hE 4 1217 + 12v/3h = 1h*V/3 + 216

Finalmente:

12h%2 +12v3h —216 =0 = h2 +V3h — 18 = 0
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Calculando h:

—V3+./3-4-1-(-18)

2-1

_ —V3E5V3
- e

]’L1:2\/§ (§] h2:—3\/§

Mas h > 0, logo hy é que vale. Calculando ¢:

his =

Entao:

hi 2

Temos:

3
622\/§-§:>€:2(3m
Por fim, voltando ao volume original:

3 3
V:h3\/7—:>V:24\/§-§:>V:36cm3

Opcao B
Questao 20

Solucao: Como os circulos sao tangentes entre si, a area total protegida
S é a soma das areas de cada circulo de raios 74, g € r¢ das areas protegi-
das por A, B e C' respectivamente:

S =} + 7y + e
Falta calcular os raios. Facamos:

ra+rp =29
T’A—|—Tc:6
TB+TC:8

Portanto, podemos escrever:
rg=9—r7q
Entao:

ra+rc=26
9—ra+rc=28

Somando as duas equacoes:

5
9+2TC:14:>7‘C:§km
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Ou seja, TA:%kmerB:%km. Daf:
o (7 2+ 11 2+ 5)°
—Tlg) T\ "\9

522(49+121+25):>S:—

Teremos:

Opcgao D



