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Capitulo 1

Prova 2012 — Amarela

1) Considere a funcao real de varidvel real definida por f(x) = 3z* — 423+ 5.
E verdade afirmar que

(A) f tem um ponto de minimo em | — oo, 0[.

) f tem um ponto de inflexdao em | — 1, 1],

) f tem um ponto de méximo em [0, +o0].

) f ¢é crescente em [0, 1].

E) f é decrescente em [—1,2].

(B
(C
(D
(

2) Os numeros reais a, b, ¢, d, f, g, h constituem, nesta ordem, uma

~ . s . Y 4 .
progressao aritmética. Se edt4 = lim, , (1 + %)9 onde A é a matriz

1 a a?

1 b b | eh=31%(4)" entdo o valor de (b — 2g) vale
1 d &
(A) =3 (B) 3 (C) —% (D) 3 (B) &
3) Considere a fungao f(z) = In(sec z+tan x)+2sen z, resultado de [[(f'(z))*+
2 — 2cos 2z]dx é
(A) tanz + 8z + 2sen2x + C
(B) secx + 62+ C
(C) secx — 2z —sen 2z + C
(D) tanz + 8z + C
(E) secx + 62 —sen2z + C

4) Considere dois cones circulares retos de altura H e raio da base 1 cm,
de modo que o vértice de cada um deles é o centro da base do outro. O
volume comum aos dois cones coincide com o volume do sélido obtido pela
rotacao do setor circular, sombreado na figura abaixo, em torno do eixo £. O
valor de H ¢, em cm,
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(A) (2 +V3)r? (B) 2v/3r° (C) 3r® (D) 2r3 (E) 473

5) Sejam A e B conjuntos de nimeros reais tais que seus elementos consti-
tuem, respectivamente, o dominio da func¢ao f(z) = In(2+x + 3jz| — |z + 1|)

v 2(z+]z—2)
2

e a imagem da fungao g(x) = . Pode-se afirmar que

(A)A=B
(B) AnNB=10
(C)ADB

(D) ANB =R,
(E) A— B=R_

6) Uma esfera confeccionada em ago é usada em um rolamento de motor de

um navio da Marinha do Brasil. Se o raio da esfera mede \/3\/5\/ 3v5V3. ..

cm, entéo seu volume vale

(A)

(B) 0,

(C) 60 10737 dm?
(D) 0,15 - 1037 dm?

(E) 60 - 1037 dm?

7) Uma lata de querosene tem a forma de um cilindro circular reto cuja
base tem raio R. Colocam-se trés moedas sobre a base superior da lata, de
modo que estas sao tangentes entre si e tangentes a borda da base, nao exis-
tindo folga. Se as moedas tém raio a e encontram-se presas, entao o valor de
R em funcao de a, vale

(A) (1+2\/§)a
B 3+2\f
C 3+\[

1+2\/_)

(B) !
(C) ¢
(D)
(E) (3+2v3)a

N~



8) A soma dos quadrados das raizes da equacao |senz| = 1 —2sen? z, quando
0 < x < 2m vale

A Bz B ER (O D) ()L
9) Nas proposigoes abaixo, coloque (V) no parénteses a esquerda quando
a proposicao for verdadeira e (F) quando for falsa.

() Se @ e ¥ sao vetores do R?, entao ||u + v||* + ||@ — v||* = ||«]|* + ||7]|*.

() Se i, ¥ e @ sdo vetores do R® e @ - ¥ = 4 - w, entao ¥ = w, onde @ - U
representa o produto escalar entre os vetores v e 7.

() Se @ e ¥ sao vetores do R?, entdo eles sao paralelos < @ - v = 0.

() Se i = (3,0,4) e ¥ = (2,1/8,2), entdo |[u]| =5, [v]| = 4 e tang = 2L,
onde 0 representa o angulo formado pelos vetores pelos vetores @ e .

() |l@+ 9| < ||@|| + ||7]] para todos os vetores do R3.

Lendo-se a coluna de parénteses da esquerda, de cima para baixo, encontra-se

(A) (F) (F) (F) (V) (V)

(B) (F) (V) (F) (F) (V)
(C) (V) (F) (V) (V) (F)
(D) (F) (F) (F) (V) (F)
(E) (V) (V) (V) (F) (F)

10) Um ponto P(z,y) move-se ao longo da curva plana de equagao z%+4y* =
1, com y > 0. Se a abscissa z estd variando a uma velocidade Z—f = sen4t,
pode-se afirmar que a aceleracao da ordenada y tem por expressao

(A) (1+x)? sen? 4t+4a3 cos 4t

8y3
22 sen 4t+4x cos? 4t
(B) Lsenires
— sen? 4t—16xy? cos 4t
22 sen 4t—4x cos? 4t
(E) —sen? 4t+ 16zy2 cos 4t
16y3

11) Considere 7 o plano que contém o centro da esfera x? + 3> + 22 — 6z +

r=2+1
2y — 4z + 13 = 0 e a reta de equacoes paramétricas ¢ y=1—t teR. O
z2=3+2

volume do tetraedro limitado pelo plano 7 e pelos planos coordenados é, em
unidades de volume,

A5 ®) % © % (D) % ®) ¥

12) Considere f e f’ fungoes reais de varidvel real, derivéveis, onde f(1) =
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(1) = 1. Qual o valor da derivada da fungao h(z) = /f(1 + sen 2zx) para
x =07

(A) —1 (B) —3 (€)0 (D) - (E) 1

1
3
13) Considere a sequéncia (a, b, 2) uma progressao aritmética e a sequéncia
(b,a,2) uma progressao geométrica nao constante, a,b € R. A equagao da
reta que passa pelo ponto (a,b) e pelo vértice da curva y* — 2y +x+3 =0 ¢
(A)by—2z—4=0

(B)2e —4y—1=0
(C) 2z —4y+1=0
(D) x+2y=0
(E)z—2y=0

14) O valor de fog(em —cosz)dr é
As-2 BF-3 ©O5+3 OF-3 EF+3

2 2 2

15) Qual o valor da expressao \/csc2 mr + cot %F + 2, onde z é a solucao
da equagio trigonométrica arctanz + arctan(;f7) = 7 definida no conjunto
R—{-1}7

(A) V3 (B) —1 (C) 457 (D) 2 (E) #4572

16) Considere como espago amostral (€2), o circulo no plano zy de centro
na origem e raio igual a 2. Qual a probabilidade do evento A = {(x,y) € Q |
|z + |y < 1}7

(A) (B) 4m (©) (D) 55 (E) =

3 =

17) O triangulo da figura abaixo é equilatero, AM = MB=5e¢ CD =6. A
area do triangulo M AFE vale

A
My
- \g
B C\ -
(A) TS (BURA (o) uE (D) A2 () 200
18) Seja p a soma dos médulos das raizes da equacao 23 +8 = 0 e g o

médulo do nimero complexo Z, tal que ZZ = 108, onde Z é o conjugado de
Z. Uma representagao trigonométrica do niimero complexo p + qi é
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12(cos § +isen %)
20(cos 3 +isen g)
12(cos § +isen )
20 n

3)

0>I=!03I=!c.o|=1

\/§(cos = +isen%)
10(cos § +isen

19) Seja m a menor raiz inteira da equagao [W]' = 1. Pode-se afirmar

que o termo médio do desenvolvimento de (\/y — z*)1?™ é

15 15
(A) dZy'22 (B) —gmy2" (C) f2iy =2 (D) —f5u= 2" (B) d5¢°2"
20) A figura que melhor representa o grafico da fun¢ao =z = |y|e% é

(A) (B) (©)

) Y Y

_ \ \

]

8]
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Capitulo 2

Solucao 2012 — Amarela

Questao 1

Solucgao: Seja a funcao dada no enunciado:
f(z) =32" —42° +5
Calculando a derivada da funcao:
flx)=3-4-2"1-4-3.251 40

Entao:
f'(z) = 122% — 1222

[gualando a derivada a zero temos os valores da abscissa que podem ser
abscissas dos pontos de méaximo, minimo ou pontos de inflexao:

fl(z)=0=122" - 122> =0

Teremos:
122%(z — 1) =0

Ha portanto, dois valores que sao possiveis candidatos:

1222=0=2=0

E
r—1=0=2zx=1

Vamos analisar o “entorno” das duas abscissas.

Para x = 0:
xr = 0+ = f/(0+) < O
r=0_= f(0_) <0

15
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Como a declividade nao muda, o ponto (0,5) é um ponto de inflexao.
Para z = 1:
r=1,= f'(1;) >0

{ r=1_= f(1-)<0
Como a declividade muda de decrescente para crescente com o aumento de
x o ponto (1,4) é um ponto de minimo.
Agora precisamos derivar novamente a funcao para verificar se hé algum
outro ponto de inflexao, entao:

f"(z) = 362* — 24x

Mais uma vez, igualando a segunda derivada a zero, encontramos as possiveis
abscissas de pontos de inflexao. Portanto:

() =0= 362> — 241 =0

Dai:

122(3z —2) =0
Entao:

120 =0=2z2=0
E

2
3r—2=0=1z==
x xr 3

Vamos agora analisar a variacao do sinal da segunda derivada.
Para z = 0:

xr = O+ = f//<0+) <0

x=0_= f"(0_)>0

Como a concavidade muda, o ponto (0,5) é um ponto de inflexdo. J&
tinhamos visto isso anteriormente.

Para z = %:

{x:§+:>f”(§+)>0
=2 = f"(3)<0

Mais uma vez a concavidade muda. Portanto, o ponto (2, f(2)) é um ponto
de inflexao. Analisando as opgoes vemos que B é a correta.

Opcao B
Questao 2

Solucgao: Primeiramente vamos calcular o valor de h:

= ()
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Dai, expandindo o somatorio teremos:

(O () e (3

Esta soma ¢ a soma de uma série geométrica infinita de razao }1:

~ _ 1
Entao teremos que h = ;.

. N 1\ »
Sabemos do enunciado que a sequéncia (a,b, ¢, d, f, g, ;5) ¢ uma P.A. de sete
termos e, podemos entao, reescrevé-la em funcao da razao r e do termo
central d:

1
(d=3r,d=2r,d=r.dd+rd+2r, )

Concluimos entao que:

1
d+3r=—
+7"48

Vamos agora ao determinante. Pelas propriedades de determinantes temos
que det A = det AT, ou seja, podemos transpor a matriz A e calcular seu
determinante:

1 1 1
AT = a b d
a® b d?

A matriz AT é uma matriz de Vandermonde, entao:
det AT = (b —a)(d — a)(d — D)
Substituindo os termos da sequéncia:
det AT = [d —2r — (d — 3r)][d — (d — 3r)][d — (d — 2r)]

Logo:
det AT =r-3r-2r = det AT = 603

Vamos agora usar a informacao:

2\ ¥
edt4 = lim (1 + —)
Yy—r—+00 Yy
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Note que se y — 4+o00 entao £ — +o00. Facamos entao uma “ligeira” mudanca
2 S 5

na expressao:
1
lim (1 + 5)
=400 5

Aplicando a propriedade das poténcias em relagao aos limites teremos:
Y

2 v
1\z|° 1\ 2
(1 + g) = hHl (1 -+ g)
2 §rtoo 2

Mas sabemos que lim,, (1 + %)” = e. Entao:

y.2
2°9

edet A —

2
9
detd — Jim

2=+

e

2
el = 05 = det A = 9

Voltando ao resultado encontrado anteriormente:

2 1
detAT:6T3¢6T3:§¢r:§

Como d + 3r = ﬁ teremos:

1 A7
| =
d=g~17d="3

O enunciado pede que se calcule b — 2¢g ou seja:
b—29g=d—2r—2(d+2r)=—d—6r

Substituindo os valores de r e d encontrados:

A7 49
b-2g= o -2=b-2g=—

Opcao C
Questao 3
Solugao: Vamos primeiro observar a fungao f:
f(x) =In(secx + tanx) + 2senx
Primeiro vamos desenvolver o logaritmando:

1 sen x

f(x)zln( )—I—Zsenx
COST  COSX



1
f(z)=1In (ﬂ) +2senzx

COS T

f(z) =In(l +senz) —In(cosz) + 2senz

Derivando a fungao f:

1 1
f(x) = Fp—— (cosz) — e (—senzx) + 2cosx
£(2) cos SENT | g osz

1+senx coszx

() = cos’ x +senx + sen?

2
(14 senz)cosx Tecosy

1+senw
!
= 2
/) (14 senz)cosx acosy

1
f(z) = +2cosx
cos T

Agora calculamos (f')%:

[f/(2)]? = ( +2cosx)2

COS T

[f'(@)]" =

O que queremos de fato é:

5 +4+4cos’x
cos?x

/{[f/(x)]Q +2— 20082:1;} dr =

Entao:

1
:/( 5 +4+4cos2x+2—20082x>dx:
cos? ¢

1
:/{ +4+4c082x+2—2(2c032x—1)]d:c:

cos? x

1
:/( 5 +4+46082x+2—46082:c+2>d:c:
cos? x

_/ L g dx—/ ! da:+/8d:c—
cos? x cos? x

=tanx + 8¢ + C

19

Opcao D
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Questao 4

Solugao: A rotagao do setor circular gera um sélido chamado de zona
esférica, a menos de um cone na parte superior. O raio R do cone sera:

rv3

R=r-cos30°= R = 5

A altura h deste cone seré:

h:r-ser13():>h:Z

2
O volume de um cone é dado por V = %ﬂ'RQh. Sendo assim o volume V. do
cone sera: )
1 /3 r
Vi=cm- | — | -=
3 2 2
Portanto: ,
r
V="
8

O volume V, de uma zona esférica é dado por:

h
V., = %[3(7% +72) + b

Substituindo os valores em funcao de r, R e h teremos:

PRLAL Y (£>+ )

6 2

mr 3r2 9 r?
VZ_E{S{T—’_T]—FZ}

T 21r2+r2 :>V_117T7’3
12 4 4 Y

O volume V; do sélido gerado entao pela rotacao do setor circular sera:

Desenvolvendo:

Entao:

1ard s wrs

s Ty

Vi=V.-Ve=V,=

Do enunciado temos que este volume coincide com a intersecao de dois cones
de modo que o vértice de um seja o centro da base do outro e vice-versa.
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Assim os dois se interceptam na metade da altura e geram uma intersecao
que corresponde a % do volume de um dos cones:

H
a2 H=vV="0C

V= 12

N
LW =

Como os volumes sao iguais teremos:

H a3
T g —a®
2 3 "

Opcao E

Questao 5

Solucgao: Seja a funcao f dada no enunciado. Como ha um moédulo, de-
vemos separar em casos e verificar o que ocorre com a expressao que aparece
no logaritmando da funcao f. Usando a definicao de médulo teremos:

| = r , v>0
|l -z, <0

r+1 , z>-1
|x+1|_{—x—1 o< —1

Casol: z>0exz+1>0
Neste caso, da intersecao das condigoes anteriores, temos que x > 0. A
funcao f entao fica:

flz)=Im2+2+3z—(x+1)) = f(z) =InBz+1)

Para que f exista, seu logaritmando deve ser:

1
3:1:‘—|—1>0:>£C>—§

Mas isto so vale se x > 0. Logo temos o primeiro intervalo I; que constitui
o dominio de f:
[1 = (O, +OO)

Caso2: z>0ez+1<0
Neste caso, a intersecao das condig¢oes anteriores, é vazia. Logo:

[2:®
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Caso 3: z<0exz+1>0
Neste caso, da intersecao das condigoes anteriores, temos que —1 < x < 0.
A funcao f entao fica:

fe)=Im@2+24+3-(—2)—(z+1)) = f(z) =In(-3z+1)

Para que f exista, seu logaritmando deve ser:

1
—3x+1>0:>$<§

Mas isto s6 vale se —1 < 2 < 0. Assim:
Ig - (—1, O]

Caso4: z<0ex+1<0
Neste caso, da intersecao das condicoes anteriores, temos que z < —1. A
funcao f entao fica:

f(@) =2+ +3- (1) — (—2 — 1)) = f() = In(—z +3)
Para que f exista, seu logaritmando deve ser:
—x+3>0=>2<3
Mas isto s6 vale se x < —1. Assim:
Iy = (—o0, —1]

Podemos agora explicitar o domnio de f fazendo a uniao dos intervalos I,

encontrados:
A:IIUIQU]3UI4:>A:R

Repare que sé isso ja é suficiente para responder, pois qualquer outro conjunto
numérico ja é subconjunto de R, inclusive o proprio R.

Vamos agora analisar o conjunto imagem de g. Mais uma vez temos um
modulo no interior do radical, dai:

-2 = r—2 , x>2
|l 42, <2

Vamos aos casos:
Caso 1: z > 2
Neste caso teremos para a funcao g:

2(z + 2 —2)
2

g(xr) = -2+
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Fazendo as devidas simplificagoes teremos:
glx)=—-2++vr—1

Repare que a parcela /x — 1 é sempre positiva e seu menor valor ocorre
para x = 1. Mas s6 podemos substituir valores tais que z > 2. O primeiro
intervalo da imagem de g é:

Bl = (_]—’ +OO)

Caso 2: z <2
Neste caso, a funcao ¢ fica:

2(x—2x+2) :g(x):_2+§

g(x)=—-2+

Ou seja:

g(x)=—-2++vr—1

E o conjunto-imagem neste caso é o conjunto unitario By = {—1}. O con-
junto B entao sera:

B=BUBy= B=|[-1,+)
Vemos entao que B esta contido em A, ou seja, B C A.
Opcao C

Questao 6

Solugao: Chamemos de R o raio da esfera. Portanto temos:

Ry

Elevando ambos os membros da equacao ao quadrado:

R? = \/3\/5\/3\/? |
32:3\/5\/3Jf;»%2= \/5\/3\/?

Daf temos:
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Elevando ao quadrado novamente:

R* / R*

Temos entao a seguinte equacao:
R*=45R
Teremos duas solugoes:
R=0 ou R’=45

Vamos a expressao que dé o volume de uma esfera em funcao do seu raio:

4
V = gﬂ'RB

Como o raio nao é nulo teremos:
4 3
V:§7T'45:>V:607TCH1

Mudando a unidade:
V = 601 x 1073 dm?

Opgao C
Questao 7

Solugao: Pelo enunciado, o que temos é uma circunferéncia de raio R e
trés circunferéncias internas a esta e de raio a. Seja OP = R. Ligando os
centros (', Cs e (3 das circunferéncias internas, temos o triangulo equilatero
C1C5C5 de lado 2a. Repare que o ponto O é o centro da circunferéncia de
raio R e baricentro do triangulo equiladtero. Na verdade, o ponto O é cir-
cuncentro, pois QO, RO e OS sao mediatrizes, uma vez que sao os pontos
de tangéncia entre as circunferéncias. Mas no caso de triangulos equildteros
estes dois pontos notaveis coincidem.

Assim OC} é bissetriz do angulo interno, logo podemos calcular OS usando

a tangente:
tan 30° = % = 08 = %ﬁ
a

Usando o teorema de pitagoras no triangulo OSCj5 teremos:

<003)2 = (@) + aQ



25

12a? 2v/3
L =00, = \;_“

, _ 3a’ 2 2
(003) = T +a° = (OC3) =
Assim temos que OP = OC5 + C3P, logo:

OP = 2\fa+a:>OP: (2V3 +3)a

3

Opcao B
Questao 8

Solucgao: Usando a definicao de médulo temos:

|sen | = senr , O<zx<m
| —senz , T<x<2rm

Desta forma, devemos dividir em dois casos possiveis:
Caso1: 0<z<nm
Nesta situacao teremos:

senz =1—2sen’z = 2sen’z +senz — 1 =0
As raizes desta equacao sao —1 e % Dividimos em duas novas equacgoes:

1. senx = —1
Resolvendo:
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2. senx = %

Resolvendo:
™ 5%
r=— ou I =—

6

6

As solucoes deste primeiro caso, usando as restrigoes, sao entao:

sYie
&—{az}

Caso 2: m <z <27
Nesta situagao teremos:

—senz =1 —2sen’z = 2sen’z —senz — 1 =0
As raizes desta equacao sao 1 e —%. Dividimos em duas novas equacoes:

1. senxz =1
Resolvendo:

2. senx = —%

Resolvendo:
T 117

r=—]— ou T =—
6

6

As solucoes deste segundo caso, usando as restricoes, sao entao:

T 117w
$—{E*?}

Queremos a soma S dos quadrados destes valores:

() )

g 2 . 2572 . 4972 . 12172 N 4972
36 36 36 36 9

Daif:

Opcao B

Questao 9

Solugao: Vamos analisar cada uma das afirmacoes:
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Afirmacgao 1:

i+ 31 + [la — o* = [|a]]* + |||

Primeiro uma demonstragao mais “trabalhosa”. Sejam os vetores @ = (g, Yo, 20)
e U= (z1,y1,21). A soma @ + ¥ vale, por defini¢ao:

U+ U= (xo+ 21,Y% + Y1, 20 + 21)

O médulo ||@ + ||, portanto vale:

1@+ 7| = v/(zo + 21)2 + (Yo + y1)2 + (20 + 21)?

Entao:
|7 + 17”2 = (zo+21)* + (yo +v1)* + (20 + 21)*

Desenvolvendo as poténcias:
@ + 7] = x4+ 230w + 27+ y2 + 2yomn + yi + 28 + 22021 + 27
Analogamente:
@ — ¥||° = 22 — 2wow1 + 27 + Y3 — 2yoy1 + YE + 28 — 2202 + 21
Somando termo a termo:
@ 4 T + ||@ — )|* = 222 + 202 + 222 4 222 + 2y7 + 227
Entao:
@+ 611" + 117 = 7° = 2(2f + 5 + 25) + 2(a1 + 47 + 27)

E, finalmente:
17+ 3" + [la — o) = 2[|@])* + 2|7

Assim:
i@+ )" + [la — &)° = 2(||))* + |7]])

Uma segunda solucao mais “simples” é dar um contraexemplo. Para o vetor
nulo ¢ = (0,0,0) teremos:

T AT .
I + 0" + 1@ — 0| = 2| ]|*

A afirmagao 1, portanto, é falsa. Vamos a afirmagao 2.
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Afirmacao 2:

U-U=1u-w

Fazendo 4 = (zo,v0,20), U = (x1,41,21) € W = (22,¥2,22) € aplicando a
definicao de produto escalar:

ToT1 + YoY1 + 2021 = ToT2 + YolY2 + 2022
Reescrevendo temos:
zo(z1 — 22) + yo(y1 — y2) + 20(21 — 22) =0

Assim fica evidente que se (xg, %o, 20) = (0,0, 0) a equacao é satisfeita. Outra
solugao ¢é termos o = yp = 0 e 23 = 29. Uma terceira solucao é termos os
trés vetores perpendiculares entre si. A afirmagao é portanto, falsa.

Afirmacao 3:
A afirmacao ¢é falsa. Eles sao paralelos se o produto vetorial é nulo.

Afirmacao 4:
Basta aplicar a definicao de moédulo:

|d]] = V32 +02+42=||u]| =5

171l = /22 + (VB)2 + 22 = ||| = 4
Usando agora a definicao de produto escalar:
i-v=|dl-|[7]-cost
Substituindo os dados:

3-240-vV84+4-2=5-4-cosb

Entao:

7
0 =—
cos 10
Mas:
sen? 6 + cos? 6 =1
Logo:
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O seno é positivo porque o cosseno € positivo, indicando que o angulo é

agudo. Daf como tan § = su9.
cos 0

V51 51

tan&z%étan@z—
) 7

A afirmacao é, portanto, verdadeira.

Afirmacao 5:

Mais uma vez vamos, primeiro, a uma solucao mais “trabalhosa”. Por mera
“economia”, vamos fazer uma solucao para vetores em R2. Mas pode-se fazer
0 mesmo processo para o R®. Sejam os vetores 4@ = (zo,yo) € U = (71,y1).
Pela definicao de modulo, podemos escrever:

Vot 22 (o + i < Jad +ad + \Jad+ o3

Desenvolvendo:

\/x3+2x0x1+x%+y§+2yoy1+y%< \/x3+y§+\/xf+y%

Elevando ambos os membros ao quadrado:

23+ 2oy + 2+ 48+ 2uomn + 97 < 23+ 20/ (03 + ) (e + yd) el + o

Fazendo os devidos cancelamentos:

2uor: + 2o < 24/ (53 +13) (23 + 0})
Dividindo todos os termos por 2 e elevando ambos os membros ao quadrado:
(zox1 +yoyn)® < (2§ + y5) (2} + 7)
Aplicando a propriedade distributiva:
(zox1)? + 2x0z1y0y1 + (Yoy1)* < (z021)* + (Yor1)* + (yoy1)* + (woyn)’

Efetuando as devidas operagoes com as parcelas semelhantes:

2z0z1yoy1 < (Yox1)* + (zoyr)?

Logo:
(yoz1)* — 2207190y1 + (Toy1)® > 0
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Fatorando:
(yox1 — $0y1>2 >0

Na verdade temos que:
(yox1 — zoy1)® >0

Ou seja, a afirmagao é falsa. Uma solugao mais simples, por meio de um
contraexemplo. Se v = 0:
[+ ]| = ||

Finalmente, ainda é possivel uma solugao geométrica:

Note que a soma nao é necessariamente menor que ambos. Pode ser igual a
um deles — quando o outro é um vetor nulo — ou exatamente igual a soma
dos médulos, se eles sao paralelos.

Opcao D
Questao 10

Solugao: Tomemos a expressao da curva dada como base e a derivemos:

dx d
22+ 4y —1:2xd—+8 d—i:()

Como queremos Zté/ derivamos mais uma vez:

2dx dx+2 d2x+8dy dy+8 d2y_0
at dr A at at - ae T

Sabemos que Z—f = sen 4t entao:

d*x dy d?y
2 sen? 4t+2xﬁ+8(dt) +8yﬁ20

Podemos derivar a expressao Cflf = sen 4t e teremos:

d?x

2 = 4 cos 4t
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Substituindo na expressao anterior:

dy\? . &
QSen24t+8xCOS4t+8<—y) + 8y y:()

dt dt?
Da derivada da curva dada obtemos %:
dx dy dy —2xsendt
20—+ 8y—=0=— = ——F—
T TV d 3y
Dai: )
—2x sen 4t d?y
2sen® 4t + 8z cosdt + 8 [ ———— 8y—> =0
sen + Sx cos 4t + ( Sy ) Y pTE
Assim: 2 24 »
t
2sen® 4t + 8x cos 4t + % + 8yd_tg =0
Multiplicando todos os termos por 2y
d?y
49/? sen® 4t + 16zy* cos 4t + 2% sen? 4t + 163/3@ =0

Isolando o que queremos:

d*y  —4y?sen® 4t — 16zy® cos 4t — a® sen” 4t

dt? 1693

Reunindo os termos semelhantes:

d*y  (—2® — 4y?) sen® 4t — 16xy” cos 4t
a2 1643

Como 2% + 4y = 1:

d*y  —sen?4t — 16xy? cos 4t

a2 1643
Opcgao C

Questao 11

Solugao: Primeiro vamos encontrar o centro da esfera “completando os
quadrados” da esfera dada:

v =6+ +2y+ 22 —42+13=0
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Dai:
(-3 -9+ @y+1)?—-1+(2-2*-4+13=0
(=3 +(y+1)°+(2-2)7=1
Desta forma, o centro C' da esfera é:
C(3,-1,2)
Isolando ¢ em cada uma das equacoes paramétricas da reta teremos:

r—2 y—1 =z2-3

1 -1 2
Desta forma, o vetor diretor da reta é v = (1, —1,2) e temos um ponto da
—

reta Py(2,1,3). Vamos entao encontrar o vetor PyC'= .
G=(2-31-(-1),3-2)=@=(-1,21)

Calculamos entao o produto vetorial entre o vetores ¥ e u:

i 7k
vxu=|1 =1 2
-1 2 1
Entao:
UXU=—1—2j+2k—k—4i—
Portanto:

X U= —5?—3}'+l§

<y

Este é o vetor 77 normal ao plano 7. Como C' € 7, podemos usar a equagao
do plano:
S —3y+z2+d=0

Substituindo o centro C' da esfera na equagao do plano 7:
(=5)-3—=3-(-1)+24+d=0=d=10

Vamos agora encontrar a intersecao do plano com os eixos coordenados. Fa-
zemos isso zerando as outras coordenadas.
Para o eixo z:

—hr=—-10=2=2

Para o eixo y:

10
—3y:—10:>y:§
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Para o eixo z:
z=—10

A base do tetraedro é, portanto, um triangulo retangulo de catetos 2 e 2 e

3
a altura do tetraedro vale 10. Daf:

Opcao E
Questao 12

Solugao: Vamos fazer g(z) = 1 + sen 2z. Desta forma temos:

h(z) = /f(g(x)) = h(z) = [f(g())]2

Derivando h e aplicando a regra da cadeia:

Substituindo as fungoes:

W(x) = S AL+ 2sen )] - F(g(a)) - (2e0s 22)

Para x = 0:
B (0) = %[m + 2sen0)] % - F/(1+ sen0) - (2cos0)
Entao: .
1) = SF] 2 (1) -2
Portanto:

Opcao E
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Questao 13

Solugao: Como (a,b,2) é P.A. teremos:

a—+ 2
2

h—

Como (b, a,2) é P.G. teremos:
a’=2b
Substituindo a segunda na primeira equagao teremos:

a+ 2

2
=>a—a—2=0
9 a a

a’> =2

Asraizes sao ' =2 ouad” = —1. O quenos da v/ =2 ou v’ =
mente. Como a P.G. ndo é constante teremos (a,b) = (—1

1
29

respectiva-

A curva dada é uma parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo das abs-

cissas e seu vértice possui coordenadas (zv,yyv) = (—=,

A sdo os coeficientes da curva. Entao:

2 -4 (1) (-3)
)

Ty = —

2

Yv 2. (1) Yv

= xy = —2

==), em que B e

Queremos entao a reta que passa por (—1, %) e por (—2,1). Entao seu coefi-

ciente angular m sera:

1-1 _ 1
m = m=—=
—-1-(-2) 2
A equacao da reta entao é:
Loy
=—=x+n
YT

Como (—2,1) pertence a reta teremos:

1

Finalmente: 1
y:—§x:>:v+2y:O
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Opcao D
Questao 14
Solugao: Aplicando as propriedades de integrais teremos:
2 ) 2 ) 2
/ (e** — cosz)dr = / e“dx —/ cos xdr =
0 0 0
Teremos entao: .
1 [2 Es
= —/ 2e**dr —senz|? =
2 Jo
Dai:
e?® em 1 T 1 sen0 e 3
=——senr=—— - —sen— +senl)=— — -
2 2 2 2 2 2
Portanto:
_em 3
S22
Opcao A
Questao 15

Solugao: Para facilitar a ideia vamos fazer as seguintes substituicoes:

x
arctanr =« e arctan =
z+1
Dai concluimos que:
tana=x e tanf =
r+1

E também que:
a+5:%;»tan(a+ﬁ) ~1

Mas: tan a 4 tan 3
tan(ar+ ) = 1 —tanatan 3
Logo:
s
l—z- 75
Simplificando:

1_x($~|—1)+x
oz 1— a2
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E ai:
P?Hr+r=c+1-2"=224+2-1=0
Esta equacao possui duas raizes: —1 e % Como —1 esta fora de questao
1

temos x = 5 como solugao. Voltando entao a pergunta do enunciado:

\/csc27rx+cot7;—x+2:

2 (72 4ot (1
= CSC .= CO
2 2

Questao 16

Portanto:

N[ =

>+2=\/1+1+2:2

Opcao D

Solugao: A area S de um circulo de raio 2 é de:
S=m-22=8=dr

A regiao delimitada pelo conjunto A é o interior de um quadrado de lado
V2. Pois é limitada pelas retas que cruzam os eixos cartesianos nos pontos
(1,0), (0,1), (=1,0) e (0, —1) em pares de pontos. Veja a figura:

Isto acontece gragas aos médulos. Sao quatro casos:

l.z>0ey>0:

r+y<l=sy<-—-ax+1



37

2. 2>0ey<O0:

r—y<l=sy>z-1
3. z<0ey<0:

—r—y<l=y>-z-1
4. 2<0ey>0:

—r+y<l=y<z+1

Dai a probabilidade P é proporcional a razao das areas do quadrado e do
circulo, entao:

Opcao D
Questao 17

Solugao: Como o triangulo ABC' é equilatero, ao tragarmos uma para-
lela a AB passando por E' temos um triangulo £C'N também equildtero. Os
triangulos END e BM D sao semelhantes, pois EN || BM e o angulo D é

comum. Dalf:

-~~~ D
B 10—= N z C 6
EN ND
BM  BD

Substituindo os valores de acordo com a figura:

x_6—|—x
5 16
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Entao: 20
1696230—1—5x:>11x:30:>g[;:ﬁ
Podemos entao calcular o valor de AFE:
30 80
0 11 = 11

Calculando a drea S do triangulo AEM teremos:
1
S:§~AM~AE-sen60°

Entao:

Opcao B
Questao 18

Solugao: Consideremos a equagao dada no enunciado:
2’ +8=0

A solucgao real é —2, cujo médulo é 2. E, como sao trés raizes complexas,
todas tém que estar sobre um circulo de raio igual a 2 no plano complexo.
Dai, a soma p dos médulos das raizes é p = 6. Fagamos entao:

Z =a+bi
Assim teremos: a

Z =a-—0b
Daf: -

77 = (a+ bi)(a — bi) = a* — abi + abi — (bi)* = a® + b*
Portanto:
a’ +b* =108
Mas:
g=Va2+1>= ¢ =108=q=06V3

Entao:

1 V3
p+qi=6+6V3i=p+tq=12 <§+§z’>

E podemos escrever:

+qi 12( Ty ”)
1 = COS — 1 S€e1n —
prd 3 3
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Opcao A
Questao 19

Solugao: Ha duas maneiras de um fatorial ser igual a 1. Temos 0! = 1
e 1! = 1. Ou seja, pela primeira opgao:

[(ac — )5z — 7)] »

3

H& duas solucoes possiveis:
r=1 ou z=-
5

A segunda opcao:

{(‘”_1);5”3_7)} —1= (@ -1)(Bz-7)=3

Desenvolvendo:
52 —Te —5x+7—-3=0=50"—120+4=0
As solucoes possuem o seguinte formato:

_ —(—12) £ +/(-12)2—4-5-4

x1,2 9.5
Entao:
12—1—8:> 5
1T T T T
E
12—8:> 2
T _— Ty = —
2 10 75

A menor solucao é m = 1. Voltando ao binomio, que chamaremos de B,
teremos:

B=(/i-2)"
O binémio tem 13 termos, logo o termo central e o sétimo termo. Usando a
férmula do bindmio de Newton para (z + a)":

Entao:

Portanto:
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Opcao E

Questao 20

Solugao: Devido ao médulo temos que separar em dois casos:
1
r=yev, y=>0
E 1
r=—-yev, y<0

Vamos analisar primeiro o caso em que y > 0.
Para y = % teremos:

1 4 e
=--e"=>1r=—=12~6,069
x 3 e x 3 x
Facamos y = % teremos:
1 2
x:§~62:>x:%:>a:%3,694

Facamos y = 1. Neste caso temos:
r=1-el=>r=e=>1~2718
Para y = 2 teremos:
xz?-e%:>:v:2\/gz>x%3,297

Como isso, ja temos quatro pontos para marcar: (6, 695; %), (3,694; %), (2,718;1)
e (3,297;2). Ja temos um esbogo de como se comporta o grafico para y > 0.
Passaremos agora a analisar quando y < 0.

Para y = —% teremos:

1 3 1
r=—|—=]-e"=>r=—=2~0,0166

3 3e3
Fagamos, agora, y = —% teremos:
1 9 1
=—(—2)e"=22r=—=2~00677
x ( 2) e T=o5=T )
Para y = —1. Temos:

1 1
r=—(-1)-e =2x=-=1~0,368
e
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Se y = —2 teremos:

1 2
r=—(-2)-e2=>r=—=1~1,213

Ve

Agora, temos mais quatro pontos: (0,0166; —%), (0,067T; —%), (0,368;—1) e
(1,213; —2). Marcando estes oito pontos temos uma nogao aproximada da
funcao. Como observagao vale a pena perceber que a funcao so existe para
x > 0. Desta maneira ja poderiamos eliminar trés das cinco opgoes. Além
disso, das que sobram, a unica diferenca entre elas é com respeito a y < 0.
O que ja reduziria a nossa analise ao menos pela metade.

Opcgao A



