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Capitulo 1

Matematica 2013 /2014

1) Sejam P = (14 {1+ (L D1+ L+ ) € Q = (1= D1~ H(1 -
%)(1 — ﬁ) Qual é o valor de \/g?
(A) V2 (B) 2 (C) V5 (D) 3 (E) 5

2) Analise a figura a seguir.

h onlll i

Na figura acima, a circunferéncia de raio 6 tem centro em C. De P traca-se
os segmentos PC', que corta a circunferéncia em D, e PA, que corta a cir-
cunferéncia em B. Traca-se ainda os segmentos AD e CB, com intersecao
em F. Sabendo que o angulo APC é 15° e que a distancia do ponto C' ao
segmento de reta AB é 3v/2, qual é o valor do angulo o?

(A) 75° (B) 60° (C) 45° (D) 30° (E) 15°
3) Qual é o valor da expressao [(30’333"')27—1—2217 — /239 + {/@— (v/3)%] V929
(A) 0,3 (B) v/3 (€)1 (D)0 (E) -1
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4) Dada a equagdo (2x + 1)*(z + 3)(z — 2) + 6 = 0, qual é a soma das
duas maiores raizes reais desta equagao?

(A) O (B) 1 (C) 2 (D) 3 (E) 4

9(a+b)?
2(a—b)?
2% — y? = V/k, qual é o algarismo das unidades do ntimero (y* — z¥)?

A) 2 (B) 3 (C) 5 (D) 7 (E) 8

5) Seja a, b, x, y nimeros naturais nao nulos. Se a-b =5, k =
2

6) Sabe-se que o ortocentro H de um triangulo ABC' é interior ao triangulo
e seja Q o pé da altura relativa ao lado AC. Prolongando B(@ até o ponto
P sobre a circunferéncia circunscrita ao triangulo, sabendo-se que B@) = 12
e HQ) = 4, qual é o valor QP?

(A) 8 (B) 6 (C) 5,5 (D) 4,5 (E) 4

7) Sabendo que 27 - 3*%T . (34)¥ é o menor miiltiplo de 17 que pode-se obter
para x e y inteiros nao negativos, determine o nimero de divisores positivos

da soma de todos os algarismos desse nimero, e assinale a opgao correta.
(A) 12 (B) 10 (C) 8 (D) 6 (E) 4

8) Seja ABC um triangulo acutangulo e “L” a circunferéncia circunscrita
ao triangulo. De um ponto @ (diferente de A e de C') sobre o menor arco AC
de “L” sao tragadas perpendiculares as retas suportes dos lados do triangulo.
Considere M, N e P os pés das perpendiculares sobre os lados AB, AC e
BC, respectivamente. Tomando M N =12 e PN = 16, qual é a razao entre
as areas dos triangulos BM N e BN P?

(A) § (B) 7 (©) 35 (D) 3 (E) 3
9) Considere um conjunto de 6 meninos com idades diferentes e um ou-
tro conjunto com 6 meninas também com idades diferentes. Sabe-se que, em
ambos os conjuntos, as idades variam de 1 ano até 6 anos. Quantos casais
podem-se formar com a soma das idades inferior a 8 anos?

(A) 18 (B) 19 (C) 20 (D) 21 (E) 22

10) Analise a figura a seguir.




A figura acima exibe o quadrado ABCD e o arco de circunferéncia APC
com centro em B e raio AB = 6. Sabendo que o arco AP da figura tem
comprimento %’r é correto afirmar que o angulo PCD mede:

(A) 36° (B) 30° (C) 28° (D) 24° (E) 20°

11) Considere que ABCD é um trapézio, onde os vértices sao colocados
em sentido horario, com bases AB = 10 e C'D = 22. Marcam-se na base AB
o ponto P e na base C'D o ponto @, tais que AP =4 e C'() = x. Sabe-se que
as areas dos quadrilateros APQD e PBC() sao iguais. Sendo assim, pode-se
afirmar que a medida x é:

(A) 10 (B) 12 (C) 14 (D) 15 (E) 16

12) Assin@le a 0pgao /que apresepta o conjunto solugao da equacao \/(% —1=
0 no conjunto dos nimeros reais.

(A) {—v13,V13} B {VB} (O{-V} D{} (E)0

. . . 2
13) O maior inteiro “n”, tal que 2+37
) n+5

dos seus algarismos um valor igual a

(A) 6 (B) 8 (C) 10 (D) 12 (E) 14

tambem ¢é inteiro, tem como soma

14) Sabe-se que a média aritmética da soma dos algarismos de todos os
numeros naturais desde 10 até 99, inclusive, é k. Sendo assim, pode-se afir-

mar que o ntimero é + é

(A) natural. ’
(B) decimal exato.

(C) dizima periddica simples.

(D) dizima periédica composta.

(E) decimal infinito sem periodo.

15) Analise as afirmativas abaixo, em relagao ao triangulo ABC.

[ -Seja AB =c¢, AC =be BC = a. Se o angulo interno no vértice A é reto,
entdao a? = b? + 2.

II - Seja AB = ¢, AC =be BC = a. Se a®> = b? + ¢, entdo o angulo interno
no vértice A é reto.

III — Se M é ponto médio de BC' e AM = BTC, ABC' é retangulo.

IV — Se ABC' é retangulo, entao o raio do seu circulo inscrito pode ser igual
a trés quartos da hipotenusa.

Assinale a opgao correta.

(A) Apenas as afirmativas I e II sdo verdadeiras.

(B) Apenas a afirmativa I é verdadeira.

(C) Apenas as afirmativas II e IV sdo verdadeiras.
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(D) Apenas as afirmativas I, IT e III sdo verdadeiras.
(E) Apenas as afirmativas II, III e IV sao verdadeiras.

16) Seja AU B = {3,5,8,9,10,12} e BN C% = {10,12} onde A e B sao
subconjuntos de X, e C4 é o complementar de A em relacio a X. Sendo
assim, pode-se afirmar que o nimero maximo de elementos de B é

(A) 7 (B) 6 (C) 5 (D) 4 (E) 3

17) Uma das raizes da equagao do 2° grau ax® + bxr + ¢ = 0, com a, b, c
pertencentes ao conjunto dos niumeros reais, sendo a # 0, é igual a 1. Se
b — ¢ = Ha entao, b em fungao de a é igual a

(A) —3a (B) 2° (C) 2a3° (D) Gays (E) smaremre

18) Sabendo que ABC é um triangulo retangulo de hipotenusa BC = a,
qual é o valor maximo da area de ABC?

(A) &2 (B) « (C) 22 (D) % (E) 2

. . , . . 2_
19) Considere, no conjunto dos niimeros reais, a desigualdade % > 0.

A soma dos valores inteiros do conjunto solucao desta desigualdade, que sao
menores do que % é

(A) 172 (B) 170 (C) 169 (D) 165 (E) 157

20) Dado que a e b sdo nimeros reais nao nulos, com b # 4a, e que
1+2=5
, qual é o valor de 16a*h? — 8a3b® + a?b*?
52 — da+b

(A) 4 (B) % (©) (D) 18 (E)

=
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Capitulo 2

Matematica 2013 /2014

Questao 1

Solucgao: Desenvolvendo P temos:

() (55 (2) 52 (5

Dai:

Opcao B
Questao 2

Solugao: Primeiro tragamos C'A e C'M com C'M perpendicular a AB. J&
que C' é centro da circunferéncia temos CA = CB = 6. Dai segue que C'M ¢

13
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altura do triangulo isésceles ABC' e, portanto, mediana (e mediatriz) de AB.
Aplicamos entao, o teorema de pitdgoras no triangulo BC'M, e lembrando
que CM = 3v/2 pelo enunciado:

BC? = CM? + BM? = 6 = (3v/2)* + BM?

Logo:

BM = /36 — 18 = BM = 3V/2

O que nos leva a concluir que BCM ¢ isésceles, que BM = CM e ACB =
90°. Além disso, ABC = BAC = 45° e ABC' ¢ angulo externo do triangulo
BCP, logo:

15° + BCP = 45° = BCP = 30°

Deste resultado vem que o arco BD = 30°, pois BCP ¢ angulo central.
Prolongamos C'P até encontrar a circunferéncia em um ponto N e temos a
seguinte relacao entre os arcos AN, BD e o angulo em P:

AN — BD AN —30°

APN =21 77 o 15°

= AN = 60°
2 2

Isto nos leva a concluir que ADN = 30°, pois é angulo inscrito e que CDFE
também ¢ isésceles. Como « é angulo externo de C'DFE, teremos o = 60°.

Opcao B

Questao 3
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Solugao: Em primeiro lugar devemos lembrar que 0,3 = % Dai vem que:

(337 + 227 — {fas0 1 /2 (B

= [(3%+22— M_(\B@)w]%ﬁ:
(34— T8 =
= 4- V283 = u g PP =1V
Opgao C

Questao 4

Solugao: Primeiramente vamos desenvolver a expressao completamente:
2z +1)*(x +3)(x —2) +6 =0
Dai, aplicando a propriedade distributiva da multiplicagao:
(42” + 4+ 1) (2> +2—-6)+6=0
Mais uma vez:
4z 4+ 42® — 242 +42° + 42® —24x + 2P + 2 — 6+ 6 =0

Entao:
4 + 82% — 1922 — 232 =0

Ou seja:
r(42® + 82% — 192 — 23) = 0

Uma das raizes é, portanto, x = 0. Ficamos entao com:
42 +82* — 192 — 23 =0

Por observacao vemos que —1 é solucao, dai podemos dividir o polinomio por
x — (—1) e obteremos:

(x4 1)(42® + 42 —23) =0
Precisamos entao apenas fazer:

4% + 4x — 23 =0
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Teremos entao:

—4i\/16—4-4-(—23) —4 4+ /384
T12 = = Tip=——5

2-4 ’ 8

Fatorando 384 teremos entao as outras solugoes:

—4486 ~14+2v6
Tipg=—(5—— > T12= ———(F
8 2
Dai temos z; = —% +v6ex,= —% — /6. Sao, portanto as quatro solucoes

da equacao:

S = {—%—\/6,—1,0,—%+\/6}

As duas maiores raizes sao, portanto, 0 e —% + v/6. Nao hé opcao correta.

Sem Opcao
Questao 5
Solugao: Primeiro, vamos desenvolver a expressao de k:
9(a+b)?
= Qb2 s | — 90°+2ab+b—(a~2ab+0) _ L _ odab

Sabemos que 22 — y2 = vk e que ab = 5, daf:
2=y = V2 = (o —y)(r +y) = 16

Como z e y sao naturais e nao-nulos, temos z > y e consequentemente
xr+y >x—y. Além disso, as seguintes possibilidades:

l.z—y=1ex+y=16;
Solucionando este sistema, encontramos 2x = 17, logo nao serve;

2.x—y=2ex+y=_8;
Solucionando este sistema, encontramos x = 5;y = 3, que € a resposta;

. x—y=4ex+y=4;
Solucionando este sistema, encontramos = = 4;y = 0, logo nao serve;

Portanto, para a expressao pedida teremos:

(y" —a¥) = 3° — 5° =243 — 125 = 118
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Opcao E
Questao 6

Solugao: Em primeiro lugar tracamos o segmento AP. Note que os angulos
CAP e PBC sio congruentes, pois ambos estao inscritos no mesmo arco na
mesma circunferéncia. Além disso, veja que os triangulos AQP e AH(Q) sao
congruentes. Para mostrar isso, verificamos que os triangulos QBC e AQP
sao semelhantes, pois AQP = BQC; que sao opostos pelo vértice, ja vimos
que CAP =~ PBC, inscritos no mesmo arco. Logo, temos APQ =~ QCB
(ou ainda porque estao inscritos no mesmo arco). Mas os triangulos AQH e
QBC também sao semelhantes, pois HAQ =~ QBC, basta ver que seu lados
sao respectivamente paralelos.

Assim podemos concluir que os triangulos AQH e AP(Q) sao congruentes, pois
sao semelhantes e tem o lado AQ) comum. Desta maneira temos AP = AH,
HQ = QP = 4. Isto mostra que o simétrico do ortocentro em relacao ao lado
AC' esta sobre o circulo circunscrito. é possivel mostrar isso para os demais
lados.

Opcao E
Questao 7
Solugao: Como queremos que seja multiplo de 17 devemos fazer:

27 . 3WHT . (34)Y = 2% . 3WHT . Q¥ 7Y =



18 CAPITULO 2. MATEMATICA 2013/2014

Agrupando as poténcias de mesma base:

=27ty . glvte 7y —

Como ¢é o menor multiplo de 17 para = e y inteiros e nao negativos, temos
y = 1 para garantir o fator de 17. Dai:

A N

Além disso, como todos os expoentes sao positivos, devemos ter x = 0 para
garantir o menor multiplo, logo:

=23 17 =2754
Calculando a soma S dos algarismos:
S=2+T7+5+4=18

Cujos divisores sao: D(18) ={1,2,3,6,9,18}. Poderfamos ter feito também:
18 =2- 32, logo n(D(18)) = (1 + 1)(2 + 1) = 6 divisores.

Opcgao D

Questao 8

Solucgao: Quando temos um ponto sobre o circulo circunscrito a um triangulo,
e a partir dele tracamos perpendiculares a cada um dos lados do triangulo,
temos trés pontos colineares que sao os pés das perpendiculares. A reta é
chamada de reta de Simson-Wallace. Vamos entao a demonstracao deste
fato.

Primeiro é preciso lembrar que, se um quadrilatero tem dois angulos opostos
de 90° ele é circunscritivel. Basta ver que é possivel formar dois triangulos
retangulos de mesma hipotenusa e que ambas sao o diametro do circulo.
Visto isso, procedemos com a demonstracao. Primeiro vemos que AMNQ é
cincunscritivel, pois AMQ = ANQ = 90°. O mesmo ocorre para CPQN,
porém, neste caso, QC ¢é diametro do circulo. Basta verificar que C’pQ =
CN Q = 90°. O quadilatero AQC' B também é inscritivel, pelo enunciado e,
vendo que QAB = QpB = 90°. Dai podemos escrever a seguinte relacao
usando angulos:

AQM + MQC + ABC = 180°

Isto ocorre porque os angulos sao inscritos e se suplementam. O mesmo vale
para o quadrildtero BPQM em que BM@Q) = QPB = 90°. Dai:

PQC + CQM + ABC = 180°
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Comparando as duas equagoes vemos que:
PQC = AQM

Mas veja na figura que: R )
AQM = ANM

Pois sao angulos inscritos no mesmo circulo. O mesmo vale para:
POC =~ PNC

Que também estao inscritos no mesmo circulo. Dai, usando estas duas con-
gruéncias, provamos que:
ANM = PNC

O que mostra que estes angulos sao opostos pelo vértice. Mas o problema
nao acaba ai. Queremos a razao entre as areas dos triangulos BMN e BN P.
Porém com a demonstragao anterior, vemos que BM P é um triangulo (pois
M, N e P estao alinhados) e BN é uma ceviana. Logo ambos tém mesma
altura e a razao entre suas areas ¢ igual a razao entre M N e NP, ou seja:

SBMN:MN:SBMN_IQ_:%

Sgnp NP7 Spyp 16 4
Opcao A
Questao 9

Solucgao: Basta fazer uma tabela colocando as idades e no cruzamento da
linha com a coluna as somas:
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|1 2 3 4 5 6
12 34 5 6 7
213 45 6 7 8
314 56 7 8 9
415 6 7 8 9 10
506 7 8 9 10 11
67 8 9 10 11 12

Basta apenas contar as somas menores que 8, que sao 21.
Opcgao D
Questao 10

Solugao: Primeiro vamos calcular o comprimento do arco AC, que é um
quarto de circulo:

AC:i-27-6:>AC:37T

Dai podemos calcular o arco PC"

PC:AO-AP;»PC:%—%T;»PO:%”

Uma vez conhecido o comprimento, podemos calcular a medida do angulo
central PBC' = 6, por meio da relagao:

127 2T
—=0-6=>0=—
5 5

Veja que PCD ¢ angulo de segmento, dai:

{=0r =

A D

B C

PCD =" = PCD = g

Esta medida esta em radianos, em graus teriamos PCD = 36°.

Outra solugao seria perceber que o comprimento dado ¢ um quinto do total
do arco. Daf o angulo ABP vale um quinto de 90° (angulo central em B),
ou seja, 18°. Assim teremos PBC = 72° e, consequentemente, PC'D = 36°.
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Opcao A
Questao 11

Solugao: O segmento P() divide o trapézio em dois trapézios de dreas iguais:

4422 —x)h 6+ 1x)h
SAPQD:SPBCQj( 5 ) :( 5 )

Em que h é a altura de ABC'D. Portanto:

B 6 P 4 A
*

¢ x Q 22 —x D

26—r=64+r=2xr=20=2=10

Opcao A
Questao 12
Solucao: Desenvolvendo a equacao dada teremos:
% —1=0=-3=Va2 -4
Ora, como 22 —4 > 0 o conjunto solucio é vazio.
Opcao E

Questao 13

Solucao 1: Podemos reescrever a divisao da seguinte maneira:

n+5 n+5

n2+37_n2+10n—10n+25—25+37_

Entao:

(n+5)% —10n —25+37  (n+5)%—10n +50 — 50 — 25 + 37
n+5 N n+5 N
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Portanto:

5)2 — 10 5 62 62
:(n+ ) (n+5)+ =n+5-—-10+
n-+>5 n-+5

O que nos da:
n+5=62=n=>57

A soma dos salgarismos ¢é 12.

Solugao 2: Podemos reescrever a divisao da seguinte maneira:

n*+37 n®—25+25+37

n+5 n+5
Entao: . . 6 6
_t5m-5 62
n—+95 n+95
Portanto:

n+5=62=mn=>57
O que nos dé para a soma dos algarismos 5+ 7 = 12.
Opcao D
Questao 14

Solucao: Em primeiro lugar é preciso encontrar a soma dos algarismos dos
naturais de 10 até 99. Para a soma U, dos algarismos das unidades, temos a
soma 0+ 1+ ...+ 9 aparecendo nove vezes, dai:

U=9-(0+1+4...+9)=9-45

Para a soma D, dos algarismos das dezenas temos 10-1+10-24...410-9,
ou seja:
D=10-(142+...49)=10-45

Somando D + U:
D+U=(9+10)-45=19-45

Para calcular a média k£ precisamos do nimero total N de algarismos usados.
De 10 a 99 ha 90 ntmeros de 2 algarismos, logo sao utilizados 180 algarismos.

Assim: D+U 19 - 45 19

k _ —
N 0 T
Portanto: 1 4
- = 1 — 0. 2105263 1570173681

Que é uma dizima periddica simples.
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Opgao C
Questao 15
Solugao: Vamos analisar as alternativas:
1. Verdadeiro, este é o Teorema de Pitagoras;

2. Verdadeiro, basta aplicar a lei dos cossenos e teremos 2bccosa = 0 e,
portanto, a = 90°.

3. Verdadeiro, basta tracar duas perpendiculares a partir de M em relacao
aos lados AB e AC, criando os pontos P e (). Serao formados dois
triangulos isdsceles (AM = BM = C'M) e, observando os angulos, fica
claro que APM@ é um retangulo:

2004+ 27 = 180° = a + v = 90°

Dai:
P+B+0+Q+a+~v=360°=B+0=90°

4. Falsa, basta tragar uma reta paralela a hipotenusa, passando pelo cen-
tro do circulo. E claro que o diametro é menor que a hipotenusa, dai:

2r <a= <a<3a
r<a=r<—-<-—
2 4

Opcao D
Questao 16

Solugao: Como temos a informagao de que os elementos de {10, 12} per-
tencem a intersegao entre B e C%, sabemos que {10,12} C B. Mas olhando
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para a uniao entre A e B vemos que ela possui 6 elementos. Dai concluimos
que ha duas situagoes “extremas” possiveis:

A={3,589} B={10,12} X ={3,5,8,9,10,12}
Repare que isto é valido:
n(AUB) =n(A) +n(B) —n(ANB)

Daf:
6=4+2-0

Ou:
A=1{3,589} B=1{358,910,12} X ={3,5,8,9,10,12}

Que também é vélido:
6=4+6—-14

Opcao B
Questao 17
Solugao: Se 1 é raiz da equagao, temos:
a+b+c=0

Mas, do enunciado, temos:
b—c=5a

Somando as duas equagoes, obteremos:
2b+a=5a=b=2a
Voltando a primeira equagao:
a+2a+c=0=c=—-3a

Calculando b¢:

Opcao D
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Questao 18

Solugao: A hipotenusa é constante e de valor igual a a. Neste caso, o
vértice que contém o angulo reto esta sobre uma semicircunferéncia de raio
5. Como a drea do triangulo serd dada por:

ah
2

Em que h é a altura relativa a hipotenusa, teremos uma altura maxima igual
. : o ‘
ao raio, ou seja, r = 5. Logo:

S:

Opcao B
Questao 19

Solugao: A raiz do denominador é z = 10. Para o numerador temos:
207 — 2824+ 98=0= 2142 +49=0= (z - 7)* =0

Ou seja, a raiz vale x = 7. Assim podemos reescrever a expressao do enun-
ciado como:
2(x —T7)?
x — 10
O numerador é sempre positivo ou nulo para x = 7. Basta entao que o
denominador seja maior do que zero:

>0

r—10>0= 2 > 10

Sabemos que % = 20, 25, dai queremos a soma dos valores n € Z que atendem
a condicao n = 7 ou 10 < n < 20, 25, que sao:

N ={7,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20}
Cuja soma vale 162.
Sem Opcao
Questao 20

Solucao 1: Vamos resolver o sistema. Da primeira equacao:

1

=>b=—
2a

2
1+ —=5=ab=
ab

N | —
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Da segunda equacgao:
5—2b* = (4a +b)(4a — b) = 5 — 2b* = 16a® — b*

Logo:
16a* +b* =5

Subustituindo a primeira na segunda:

1 2
16a2+(%) =5=64a* —20a>+1=0

Solucionando:
9 20 £ 400 —4-64-1
2= 2. 64
Daf:
o 20£12
L2 1928
Cujas solucoes sao:
1 1
a] = :i: Z_JL = a; = j:§
Ou
1
a9 — + 1_6 = Q2 — +-

Encontrando b:

1
b1::|:2—1:>b1::t1

|

1
b2 = :l:_l = bQ =42
9.1
4
Vamos agora substituir. Primeiro, fatoramos a expressao dada para ver se
hé alguma facilitacao:

16a*b* — 8a’b® 4 a’b* = a*b?(16a® — 8ab + b*) = a’b*(4a — b)?

Dai: 1 1 1 1
212(16a2 — N—_—Z.1.-(16-2—-8.-24+1)= =

a’b”*(16a” — 8ab + b*) 1 (64 82+) 1

221 2_ 2: 4.1__ — 4:—

a’b*(16a° — 8ab + b°) 16 (16 G 8 5t ) 1

Solugao 2: Repare que manipulando o sistema encontramos:

1
abzé e 16a>+01>=5
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Desenvolvendo a expressao dada:
16a"b* — 8a’b® + a®b* = a*b*(16a”® — 8ab + b*) = (ab)?*[(16a* + b*) — 8(ab)]

Ou seja:

(ab)[(166% + 17) — 8(ab)] = (%) Jo-5(3)] -1



