Curso Mentor

Solucoes das Questoes de
Matemaéatica do Processo Seletivo de
Admissao a Escola Preparatoéria de

Cadetes do Exército — EsPCEx

Concurso 2009

Questao 1

Sabendo-se que logx +logx® +logx’ +...+logx'™ =10000, podemos afirmar que x
pertence ao intervalo

(A) [1,3] (B) [3,5] (C) [5.7] (D) [7,9] (E) [9,11]

Solugao:
Sabemos que os logaritmos possuem a seguinte propriedade:
log, ac = log, a +log, ¢
Aplicando esta propriedade teremos:
log x +logx® +log x” + ... + log x"* =10000

log (x B¢’ B¢ .. ™) = 10000

log X1+3+5+..4+199 - 10000
A soma 1+3+5+...+199 trata-se da soma dos termos de uma progressdo aritmética
de razdo 2. Calculando o ntimero de termos teremos:
a, =a, +(n-1)r=199=1+(n-1)2

198
=+

n 1

n =100
Assim, queremos calcular a soma de 100 termos desta P.A. Como sabemos que a soma
dos n termos de uma P.A. é dada pela expressao:

g =(ata)n
n 2
Teremos entao:
_ (a1 + awo) 00
SIOU - f
_ (1+199) oo
Smo - f
Portanto:
Si0 = 10000

Voltando & nossa expressao original:
log Xl+3+5+m+199 - 10000 = 10g XlOOOO - 10000
Aplicaremos agora, outra propriedade dos logaritmos:
log, a® =clog, a
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Entao:
10000 log x = 10000
logx =1
x =10
Opcao E
Questao 2

Considere a fungéo real g (x) definida por:

5, sex <1

2
_31+3—X+£, sel<x<3
4 2 4
§+l, sex >3
2 2
O valor de g(g(g(l))) é

(A) 0 (B) 1 (C) 2 (D) 3 (E) 4

Solugao:

Como a questdo pede o valor de g(g (g(l))), vamos calcular cada valor sem precisar

fazer a composta das funcoes. Para x =1 usamos a primeira expressao de g:
g(1)=5"=¢(1)=5

Agora devemos calcular g (g (5)) . Para x =5 usamos a terceira expressao:

5 1
5) =2+ 5)=3
g(8)=5+5=8(5)
Agora queremos g (3) , fazemos uso agora da segunda expressao:
30 33 17
)= -2+ 2
g( ) 4 y 2 * 4
=27 +18 +17
g (3) A 0000000
4
g(3) =2

Opcao C

Questao 3

Um agricultor, que dispdoe de 60 metros de tela, deseja cercar uma &rea retangular,
aproveitando-se de dois trechos de muro, sendo um deles com 12 metros de
comprimento e o outro com i t ficient f figura abaixo.

12 m §

Sabendo que ele pretende usar exatamente os 60 metros de tela, pode-se afirmar que a
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expressdo que representa a area cercada y, em funcio da dimensao x indicada na figura,
e o valor da area méxima que se pode obter nessas condicdes sdo, respectivamente,
iguais a

) vy =-2x" +24x + 576 e 648 m’

(A

(B) y = —2x* —24x + 476 e 548 m’
(C) y ==x* +36x +576 e 900 m’
(D) y ==2x" +12x +436 e 454 m’
(BE) y ==’ +12x +288 e 288 m’
Solugao:

Os lados da area triangular sdo expressos por 12 + x e z. Desta forma a area retangular
possui a seguinte expressao:
y = (12 + X) Z

Como sabemos que o comprimento da tela é de 60 metros, podemos escrever:

x+z+12+x =60
O que nos da

7z =48 - 2x
Substituindo a segunda equagdo na primeira
y = (12 +x) (48 - 2x)
Desenvolvendo
y =576 — 24x + 48x — 2x°

y = 576 + 24x — 2x°
Como esta expressao representa uma parabola com concavidade para baixo, seu
maximo vale

A

4a

Onde y, representa a ordenada do vértice, logo:
(242 -40(-2) 76)

)

Y+

_576(1+8)
Ye ~ )
y, =648

A 4rea méaxima seré, portanto, 648 m®.
Opcao A

Questao 4

Dada a funcado real modular f(x) :8+(|4k—3|—7)x, em que k é real. Todos os

valores de k para que a funcdo dada seja decrescente pertencem ao conjunto
(A) k>25

(B) k<-1

(C) —2,5<k<-1

(D) -1<k<25

(E) k<-1 ou k>25

Solugao:
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Para que uma funcdo do tipo f(x):ax+b seja crescente devemos ter a >0.

Portanto, da funcao dada:

|4k =3/ -7 >0
|4k = 3| > 7
Entao, ha duas hipoteses a considerar:

1) 4k-3>7
4k > 10
k>25

ou

2) 4k -3< -7
4k <-4
k<-1

Questao 5

Opcao E

Um dos modelos mateméticos de crescimento populacional é conhecido como “Modelo
Malthusiano” (Thomas Malthus, 1766-1834). Neste modelo, a evolugdo de uma

populacdo é dada pela fungao
P (t) =p, K"

em que P, ¢ a populacdo inicial, k indica a taxa de crescimento (considerada constante

e nao negativa neste modelo) e t é o tempo decorrido. Um biélogo que estudava uma
cultura de bactérias observou que, oito horas apdés o inicio do experimento, a populagao
era de 8000 individuos e que, duas horas depois dessa observacdo, a populagio era de

16000 individuos. Podemos afirmar que a populagdo inicial era de
(A) 250 (B) 500 (C) 512 (D) 1000

Solugao:
O enunciado nos da que
P(S) =P, [K* = P, [K* = 8000
E que
P(10) =P, K" = P, (K" =16000

Dividindo uma expressio pela outra teremos

(E) 1024

(E)

Opcao B

3log8
log 7

10
K_s=—16000:>K2 =22 K=+25K=42
K 8000
Lembrar, do enunciado, que K é uma constante positiva. Voltando a uma das
equacoes:
8
P, [{v2) = 8000
b, = 8000 = P, =500
16
Questao 6
O valor de x na equacdo exponencial 727" =7 =7 =0 é:
2log?2 3log3 2log3 3log?2
(A) B)—— (©) —— @O) ——
log 7 log 7 log 7 log 7
Solugao:
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Podemos reescrever a equagao como:
2 . _
(7)o -7-ro =0

Chamando 7° =y teremos:

y y _
L _y-Y=y
7 V7
2_8y
L -y -8y =0
y(y—8)=0

Temos agora duas solugoes:

y(y—8)=03{

Fazendo uma mudanca de base para base 10 na segunda solucao:

3
10g78=loi8:>10g78 = log? = log, 8 =3l
log 7 log 7

y=0=7"=0= /&xOR
y=8=7" =8=log, 8 =x

log 7
Opcao D

Questao 7

Dentre as vérias formas de se medir temperatura, destacam-se a escala Celsius, adotada
no Brasil, e a escala Fahrenheit, adotada em outros paises. Para a conversdo correta de
valores de temperaturas entre essas escalas, deve-se lembrar que 0 grau, na escala
Celsius, corresponde a 32 graus na escala Fahrenheit e que 100 graus, na escala Celsius,
correspondem a 212 graus na escala Fahrenheit.

Para se obter um walor aproximado da temperatura, na escala Celsius, correspondente a
uma temperatura conhecida na escala Fahrenheit, existe ainda uma regra pratica
definida por:

“divida o valor da temperatura em Fahrenheit por 2 e subtraia 15 do resultado.”

A partir dessas informagoes, pode-se concluir que o valor da temperatura, na escala

Celsius, para o qual a regra pratica fornece o valor correto na conversao é
(A) 10 (B) 20 (C) 30 (D) 40 (E) 50

Solugao:
Sabemos que a regra correta de conversao entre as escalas Celsius e Fahrenheit é dada
pela expressao:

to _ tp =32
5 9
A expressado para o valor aproximado é
t,
te = EB -15

Como queremos que os valores aproximado e correto sejam iguais para a temperatura
em Celsius, devemos ter:

5t =32) _te .
9 2
10t, — 320 = 9t, —270
tp =50
Substituindo em uma das expressoes
50
te = > 15
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to =10
Opcao A

Questao 8

O grafico abaixo representa a funcdo y =a*. A partir dos dados fornecidos, pode-se

concluir que o valor de log, ¢ +log. a ¢ igual a

(A) % B ) (D) zero  (E) 2

Solugao:
Como o grafico representa a fungéo y = a* podemos substituir o ponto (1, 2) :
y=a*=>2=a' =a=2
Usando o ponto (3,0) :
y=2"=>c¢=2"=c=8
Calculando log, c +log, a:
10

log, c +log,_a =log28+log82:3+%_§
Opcao B

Questao 9

O ntimero de arcosno intervalo [O, %T} cujo valor do cosseno é igual a % é
(A) 1 (B) 2 (€) 3 (D) 4 (E) 5
Solugao:
Queremos solucionar a seguinte equagao:
1
COSX = —
2
Teremos entao:
CcOSX = cosg+2kTr, kOZ ou cosx = cos(Qn—gj +2km kOZ
Solucionando cada uma:

1) cosx = cos%T + 2kTt

X = cosg+ 2kTt
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Como kUOZ temos:

k=0-»x=§+0:>x=

k=1-»x=§+2T[:>x=

SR

k=2 5 x =g+ M= x = %T, esté fora do intervalo {O,%T}

2) cosx = cos(2n—§} +2kTt

X = COS%T+ 2kTt

Como kUOZ temos:

k:0—>X:5—T[+0:>X:5—T[
3 3

k=15 x 25?”+2T[:> X :%T, esta fora do intervalo [0,%1.

As solugoes validas séo S = {E pTt 7—“}

3°3 3
Opcao C
Questao 10

As fungdes y =senx e y =cosx estdo representadas no gréafico abaixo. Entéo, a

medida da area do tridngulo retdngulo definido pelos segmentos retilineos AB, BC e AC
é:

YA

A
oG

T2
(D) ETS

(E) %(1—\5)

Solugao:
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O ponto C do tridngulo tem suas coordenadas definidas pela solucdo da equacgio
. T
senx = cosX no intervalo [O,E} .

Solucionando a equacao
senx

Senx = cosxX = =l=>tgx=1

COS X
tgx:1:>X:1£ikTL kOZ

Testando os valores de k:

k:0—>X——+0:>X—E
4
oTl
n X=—+TN= :Z
k:1—>X—Z+T[3

. ~ . , U Tt 2
A tnica solugéo dentro do intervalo é T Como senZ = ' as coordenadas do ponto

T /2 . .
C sao (Z,?j Como o ponto B corresponde a amplitude maxima do cosseno de x, as

coordenadas do ponto B sdo (0, 1) . Assim teremos a area do tridngulo dada por:
_ABAC

_ [-3)4 -1

SABC 9 = SABC - T = SABC = 9

N

Opcao A

Questao 11

Considere duas retas r e s no espaco e quatro pontos distintos, A, B, C e D, de modo
que os pontos A e B pertencem a reta r e os pontos C e D pertencem & reta s.

I — Se as retas AC e BD séo concorrentes, entdo r e s sdo necessariamente concorrentes.
IT — Os triangulos ABC e ABD seréo sempre coplanares.

III - Se AC e BD forem concorrentes, entdo as retas r e s sdo coplanares.

Pode-se concluir que

Dentre as afirmagoes abaixo

(A) somente a I é verdadeira.

(B) somente a II é verdadeira.

(C) somente a III é verdadeira.

(D) as afirmacoes 1I e III sdo verdadeiras.

(E) as afirmacoes I e III sdo verdadeiras.

Solugao:

Analisemos cada afirmativa em separado:
I — Falsa. Basta o contra-exemplo em que r || s e teremos a figura abaixo:
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D
IT — Falsa. Basta o contra-exemplo em que r e s sdo ortogonais, por exemplo, contendo
arestas de um cubo. Veja a figura abaixo:

r

IIT — Verdadeira. Caso AC e BD sejam concorrentes elas determinarao um ponto E de

concorréncia. Como trés pontos determinam um tnico plano, teremos dois tridngulos
coplanares: ABE e DCE.

Questao 12
Um reservatorio em forma de tronco de piramide regular de base quadrada e dimensoes
indicadas na figura devera ter suas paredes laterais externas cobertas por uma tinta

impermeavel, ¢ujo rendimento é de 11 m* por galdo.
2,40 m

7,20 m

O ntmero minimo de galdes que devem ser adquiridos para tal operagao é:
(A) 6 (B) 7 (C)9 (D) 10 (E) 11

Solugao:
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Analisando a figura podemos tragar o trapézio ABCD abaixo:

2,40 m
‘A D
I
i
|
/
|
AN B S W
////// B C
7,20 m
Analisando somente o trapézio:
A L,20m p

3,20 m

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

3

|
B 1,20m E C
2,40 m

O triangulo CDE é retangulo em E, portanto:
CD’ = DE* + CE?

10 10
2 2
) 5

v 2o

5
CD=4m
Como CD é a altura do trapézio que compoem as 4 faces laterais do tronco de

piramide, a area lateral a ser pintada é dada por:

S=4 7,2+2,4)
S =76,8 m’

Assim deve-se comprar 7 galdes — que pintardo até 77 m’ de superficie — para pintar

toda a superficie lateral.
Opcao B

Questao 13

Um investidor possui acoes das companhias A, B e C. A tabela abaixo fornece, em 3
dias consecutivos, as variacdes, em Reais, dos valores das acdes e o lucro obtido em
cada dia, também em Reais. Os valores negativos correspondem a desvalorizacoes, e os

valores positivos a valorizagoes.
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\;arla]%oes(P({f) Lucro Total (R$)
Dial| 4 | 5 -2 800
Dia2| 1 | 2 -1 200
Diad| 2 | 3 3 1700

Sabendo que o investidor ndo comprou nem vendeu acoes nesses dias, pode-se afirmar
que a soma das quantidades de agoes das companhias A, B e C que ele possui é
(A) 700 (B) 600 (C) 550 (D) 400 (E) 350

Solugao:
Supondo que o investidor possua x ac¢oes da companhia A, y ac¢des da companhia B e z
acoes da companhia C. As equagdes abaixo representam os dias:
4x + 5y —2z =800
x +2y —z =200
2x + 3y +3z =1700
Ha varias formas de solucionar esse sistema. Vamos usar a substituigdo de uma equacgao
na outra. Assim, da segunda equacao:
z=x+2y—-200
Substituindo esta expressdo na primeira e na terceira equagio teremos:
4x + 5y =2 (x +2y —200) = 800 4x + 5y — 2x — 4y + 400 = 800
{2x+3y+3(x+2y—200) =17OO:> {2x+3y+3x+6y—600 =1700

2x +y =400

5x + 9y = 2300
Da primeira equacao teremos

y =400 - 2x

Substituindo na outra:
5x +9(400 - 2x) = 2300
5x + 3600 —18x = 2300

-13x = -1300
x =100
Como 'y =400 - 2x teremos para y:
y =200
Sabemos que z = x +2y =200, entao:
z = 300

Portanto a soma x +y +z é igual a 600.
Opcao B

Questao 14

Sete livros didaticos, cada um de uma disciplina diferente, devem ser posicionados lado
a lado em uma estante, de forma que os livros de Fisica, de Quimica e de Matemaética
estejam sempre juntos, em qualquer ordem. O nimero de maneiras diferentes em que
esses livros podem ser posicionados é

(A) 720 (B) 1440 (C) 2160 (D) 2880 (E) 5040
Solugao:
Podemos representar esta situacao pelo esquema
[FQM]ABCD
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Onde F,QQ e M representam os livros de Fisica, Quimica e Mateméatica. As letras
AB,C e D representam as outras 4 disciplinas. Podemos considerar [FQM| como um
dos cinco elementos que permutam. O que nos da:
P, =5!=P, =120
Para cada uma dessas 120 teremos uma permutagdo de F, Q e M. Portanto, o total
sera:
T=1208!= T =720
Opcao A
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