Curso Mentor

Solucoes das Questoes de
Matematica do Processo Seletivo de
Admissao ao Colégio Naval —

PSACN

Concurso 2010

Questao 1
Seja ABC um tridngulo com lados AB =15, AC=12 e BC =18. Seja P um ponto
sobre o lado AC, tal que PC = 3AP . Tomando Q sobre BC, entre B e C, tal que a area

do quadrilatero APQB seja igual & area do triangulo PQC, qual sera o valor de BQ?
(A) 3,5 (B) 5 (C) 6 (D) 8 (E) 8,5

Solugao:
Fazendo a figura em questéo:

18

Seja a o adngulo em C do triAngulo PCQ e também do tridngulo ABC. A &rea do
triangulo PQC pode ser escrita como:

S % [9 Gk [sena

Do enunciado, temos que a area do quadrilatero APQB ¢é igual a area do triangulo
PQC, portanto teremos que

SPQC SABC

N |~

A area do tridangulo ABC em funcéo de a é dada por:
Sipc = % (02 08 ena
Comparando as areas:

%D;—DQDSE%enO( =%E@D<E'hen0(

Sasc Seqc
O que nos déa:
9x =608
x =12
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Portanto, BQ seri dado por:
BQ=18-12=BQ =6

Opgao C

Questao 2
Sejam p(x) =2x""" =5x* =13x+7 e q(x)=x"+x+1. Tomando r(x) como sendo o
resto da divisdo de p (X) por q(x) , o valor de r (2) sera

(A) -8 (B) -6 (C) —4 (D) =3 (E) -2

Solugao:
Usando o algoritmo de divisdo teremos:

2xM10 —5x? —13x + 7 xP+x+1

_2X2OJD _ 2X2009 _ 2X2ODS 2X2008 _ 2X2007 + 2X2005 _ 2X2004 + ..+ 2X4 _ 2X3 + 9% — 7

—2x*" - 2x*® = hx® —13x + 7
2X2009 + 2X2008 o 2X2OO7

2 —5x? —13x + 7

952007 _ 92006 _ 5 2005

—2x20 — 9xM0% _5x? —13x + 7
2X2006 + 2X2005 + 2X20()4

2x*™M —5x* —13x + 7

2x° +2x* +2x°

2x* —b5x’ —13x + 7
-2x3 —92x? —92x

-7x> - 15x +7
X+ Tx+ 7
—8x +14

Assim r(x) = —8x +14 . Calculando r(2) teremos:
r(2)=-8(2)+14=1r(2)=-2
Opcao E
Questao 3
Tem-se o quadrado de vértices ABCD com lados medindo “k” ¢cm. Sobre AB marca-se

M, de modo que AM = % Sendo N o simétrico de B em relagdo ao lado CD, verifica-

se que MN corta a diagonal AC em P. Em relacdo a area ABCD a area do tridngulo
PBC equivale a:
(A) 18% (B) 24% (C) 27% (D) 30% (E) 36%

Solugao:
A figura do enunciado fica entéo:
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P
A 4 M $ 4 B
} /////
T x
> _ ] R
P K
D C
Q
k

N

Primeiro, tragamos OS//BC e PR//CD. Seja a area do triangulo APB:

k [h
Sapp = S
A area do triangulo PBC é dada por:
k [k
SPBC = T (11)

Porém, a mesma area (do triangulo PBC) pode ser obtida subtraindo-se a &area do
triangulo APB da metade da area do quadrado, ou seja:

Seec = Sapc ~ Saps

2
. :%_% (1.2)
Igualando as expressoes (1.1) e (1.2) teremos:
kGk _k* ki
2 2 2
g =5k -n)
x=k-h (1.3)

Note que QC é base média do triAngulo MNC, logo QC = % Isto pode ser verificado,
pois MNC é semelhante & QCN:

QC _ k _3k _k _ 3k
3k BT R TR
4
Provado isso basta verificar que PRN é semelhante & QCN, logo:
x _2k-h
3k Tk
8
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Substituindo x em fungéo de k e h — equagéo (1.3) — teremos:

(1= h) =25 (2 - 1)

8k —8h =6k — 3h

2k =5h
h = %
5
Recalculando x em funcgao de k:
_ 2k
X p— Ll —
5
_ 3k
X — —
5
SPBC
Calculando —== teremos:
ABCD
Kk m%k
Sprc — 22 — Seac — 3 — Spac = 30%
SABCD k SABCD 10 SABCD
Opcao D
Questao 4
No conjunto dos inteiros positivos sabe-se que “a” é primo com “b” quando
mdc (a, b) =1.
Em relagdo a este conjunto, analise as afirmativas a seguir:
I. A fatoracdo em nimeros primos é Unica.
1I. Existem 8 ntimeros primos com 24 e menores que 24.
III.  Se (a + b)2 = (a + 0)2 ,entdo b =c.
IV. Se a<b,entdo alk <blt
Quantas das afirmativas acima sdo verdadeiras?
(A) O (B) 1 (C) 2 (D) 3 (E) 4
Solugao:
Analisando cada uma das afirmagcdes:
I. © Verdadeira. Por definicdo, a fatoragao é a decomposicio em fatores primos e é

tnica. O numero de divisores positivos de um nimero (que é tnico) é obtido
pelo produto dos expoentes de cada fator primo, obtido em sua fatoracdo,
acrescido de uma unidade.

1I. Verdadeira. Sdo primos com 24 e menores que 24: {17 5,7,11,13,17,19, 23} .
I11. Verdadeira. Desenvolvendo a expressio:
a’+2ab+b*> =a’+2ac+c’
b(2a +b) = c(2a+c)
1) Supondo b =c¢ (lembrando do enunciado que b e ¢ s@o inteiros positivos):
2a = 2a
2) Supondo b # ¢ teremos:
2ab —2ac = ¢’ - b’
¢’ - b

" b-c
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(C—b)(c+b)

2(c—b)
c+b

2

Como c e b séo positivos terfamos a negativo o que nao é possivel.
IV.  Verdadeira. Para inteiros positivos sempre vale esta relacao.

aQ=-

a —

Opcao E

Questao 5

Estudando os quadrados dos ntmeros naturais, um aluno conseguiu determinar
corretamente o ntimero de solucoes inteiras e positivas da equacio 5x° + 11y’ = 876543 .

Qual foi o niimero de solugbes que este aluno obteve?
(A)0 (B) 1 (C) 2 (D) 3 (E) 4

Solugao:

Analisando cada parcela da soma do lado esquerdo:

1) 5x”: Esta parcela tem que terminar em 0 ou 5, pois um multiplo de 5 sempre tem
um desses algarismos nas unidades;

2) 11y*: Esta parcela s6 pode ter como algarismo das unidades os algarismos 0, 1, 4, 5
ou 9.

Conclusao: para nenhuma dessas combinagdes teremos uma soma cujo algarismo das

unidades seja 3, que é o caso do ntimero 876543.
Opcao A

Questao 6

ABCD ¢é um quadrado de lado L. Sejam K a semicircunferéncia, tragada internamente
ao quadrado, com diametro CD, e T a semicircunferéncia tangente ao lado AB em A e
tangente a K. Nessas condic¢oes, o raio da semicircunferéncia T seré

wE il oz ok

L
5 ®) 3

Solugao:
De acordo com enunciado temos a figura que segue:

A r E L-r B

=
o |
o |

N Nl

Q

D

Temos que o triangulo BEF é retangulo em B. Aplicando o teorema de Pitagoras:

2 2
(£+rj =£ +(L—r)2
2 4
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2 2
E +Lr +1° =£ +172 - 2Lr +1?
4 4

3Lr =T

r =

w |

Opcao E

Questao 7
Considere o conjunto de todos os tridngulos retadngulos. Sendo “h” a altura relativa a

. . . V15
hipotenusa, quantos elementos, nesse conjunto, tem altura igual Th2 ?

B)

C) Mais de quatro e menos de 15.
D) Apenas um.

E) Nenhum.

(AP [I9 M)

Solugao: Seja “h” a altura relativa & hipotenusa, “b” e “c” os catetos e “a” a propria

hipotenusa. Sabemos que a relagio
bc = ah
é sempre valida em um tridngulo retangulo. Além disso, sabemos que:

a’ =b’ +c’
V15

Do problema em questdo, temos que um dos catetos vale Thz. Portanto, sendo b

este cateto:

¢ =ah

J15h?
4

o
2
2 :(\/ch o

Como h é positivo, teremos da primeira equagao:

—\/14_5hﬂz=a

Substituindo na segunda equagao:

] o)

4 4
15h* , , _15h*
cC —C =
16 16

, ( 15h” _15h"
C -1|=
16 16

15h* J15h?

J15h?

c= |—16 =4 .- N0
150" V15h* -16 V15h? - 16
16 4
Como ¢ tem que ser um numero real, devemos ter

15h? =16 >0
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h? > 16
15

Entao
h > i

J15

Portanto, ha infinitos tridngulos que satisfazem esta condicéo.
Opcao A

Questao 8

Seja “x” um numero real. Define-se I_XJ como sendo o maijor inteiro menor do que “x”,
ou igual a “x”. Por exemplo, |_2,7J; |_—37 6J ; |_5J sdo, respectivamente, iguais a 2, —4 e
5. A solugéo da igualdade I_XJ + I_QXJ =6 é o intervalo [a,b) .Ovalorde a+b é

om ©= ™2 @

A
()4 2 2 3 5

Solugao:
Por observacao, fica claro que a =2, pois LQJ =2 e L2 E?J =4 o que nos da a soma

igual a 6. Por observacao também, podemos ver que b =2,499..., pois LQ, 499...J =2 e

202,499...|=4 que noés da novamente a soma 6. Assim, como queremos a+b
4,99

devemos calcular:
S =2+2499...

Para simplificar vamos escrever S como sendo
S=2+24+0,099...

Calculando a fracido geratriz da ultima parcela
x =0,099...

x = 0,09 + 0,009 + 0,0009 + ...
10x = 0,9 + 0,09 + 0,009 + ...

10X—g+x

10

9X—g

10

_ 1

X__

10

Voltando a S:

S=4,4+i:>8=ﬁ38=9
10 10 2

Opcao B

Questao 9

ABC ¢ um tridngulo equilatero. Seja P um ponto do plano de ABC e exterior ao
triangulo de tal forma que PB intersecta AC em Q (Q esta entre A e C). Sabendo que
o angulo APB ¢ igual a 60°, que PA =6 ¢ PC =8, a medida de PQ sera
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24 23 19 D 33 11

(©)

Solugao:
Construindo a figura teremos:

Como APB é igual a 60°, P deve estar sobre o circulo que circunscreve o tridngulo
ABC, como visto na figura acima. Pelo mesmo motivo, devemos ter BPC igual a 60°,
pois este angulo subentende o mesmo arco do dngulo em B do tridngulo equildtero. Seja
L o lado do tridngulo equilatero, entao:

APQ ~ BQC
Entao
QP _6
y L
Também temos que
AQB ~ PQC
O que nos da
QP _8
x L
Escrevendo x e y em funcao de L:
QP [L = A QP L _ <
6 8
Da figura vemos que x +y =L, logo
&),
8 6
6QP +8QP =48
24
QP = -

Opcgao A

Questao 10

A diferenca entre um desconto de 50% e dois descontos sucessivos de 30% e 20% sobre
um valor de R$ 40.000,00 ¢ um valor inteiro:

(A) Multiplo de 7.

(B) Miltiplo de 9.

(C) Multiplo de 12.

(D) Impar.
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(E) Zero, pois os descontos sdo iguais.

Solugao:
Basta fazer:
1) Um desconto de 50%: 40000 x 0,5 = 20000

2) Um desconto de 30% seguido de 20%: 40000 x 0,7 x 0,8 = 40000 x 0,56 = 22400

Observagao: Dar um desconto de 30% significa multiplicar por 0,7, bem como dar um
desconto de 20% significa multiplicar 0,8. Por este motivo, percebe-se que ha 6% a mais
em descontos sucessivos. Isto corresponde a R$ 2400,00 a mais no valor final.

Opgao C

Questao 11
Sejam A, B e C conjuntos tais que: A ={1,{1,2} ,{3}}, B ={1,{2} ,3} e C ={{1} ,2,3}.

Sendo X a unido dos conjuntos (A —C) e (A —B), qual serd o total de elementos de
X?

(A) 1 (B) 2 (€) 3 (D) 4 (E) 5
Solugao:
Seja a definigdo de diferenga de conjuntos:
F-G={x|x0OF exOG} (1.4)

Usando a definigao (1.4), calculamos os conjuntos pedidos:

A-c={1{12} {3}}
A-C=A

A-B={{1.2) (9]
(A-C)0(A-B) ={1{1.2} (3]}

X, portanto, tem 3 elementos.

Calculando a outra diferenca:

Calculando agora a uniao:

Opgao C
Questao 12

No conjunto dos ntimeros reais, o conjunto solugdo da equagio ﬂ(?x + 1)4 =3x +2
(A) E vazio.

(B) E unitario.

(C) Possui dois elementos.

(D) Possui trés elementos.

(E) Possui quatro elementos.

Solugao:

Ha duas soluctes possiveis:
1) 2x+1=3x+2

-x =1

x =-1

Testando esta solugao:

J(2(-1)+1)" =3(-1) +2 = {(-1)" =-1 - Falso
2) 2x+1=—(3x +2)
ox = =3
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_ 3
x=-2

5
Testando esta solugéo:

4 4 5
4 2[_§j+1 :3[_§j+2:>4( 6+5j = 9+10:>4[—1j =l—>Verdadeir0
5 5 5 5 5 5

Portanto, o conjunto-solugdo é unitario.

Opcao B

Questao 13

Sabe-se que p(x)=acx' +b(a+c)x’ + (a2 +b* + c2) x* +b(a+c)x+ac éum produto
de dois polindmios do 2° grau e que os ntmeros a, b e ¢ sdo reais nao nulos com
(b2 - 4&0) positivo. Nessas condigdes é correto afirmar que:

(A) Ha apenas um valor de x tal que p(x) =0.
(B) Hé apenas dois valores de x tal que p(x) =0.
(C) H4 apenas trés valores de x tal que p(x) =0.
(D) Ha quatro valores de x tal que p(x) =0.

(E) Nao ha valores de x tal que p(x) =0.

Solugao:
Por observacio, podemos verificar que o polinémio p(x) ¢é originado pelo produto dos
seguintes polindmios:
p(x)= (aux2 +bx + c)(cx2 +bx + a)
a(x) s(x)

Do enunciado temos que (b2 - 4ac) é positivo logo q (x) e s(x) tem ambos duas raizes

reais e distintas que chamaremos de x,, x,, x; e X, respectivamente. Assim podemos
reescrever ¢ (x) e s(x) como se segue:

p(x) = a(x —Xl)(X—Xz) Bﬁ(x —XS)(X —X4)
Portanto, ha quatro valores que anulam p (x)

Opcgao D
Questao 14

Em um tridngulo acutangulo ndo equilatero, os trés pontos notéaveis (ortocentro,
circuncentro e baricentro) estdo alinhados. Dado que a distancia entre o ortocentro e o
circuncentro é “k”, pode-se concluir que a distancia entre o circuncentro e o baricentro
sera

5k 4k 4k k
3 (E)

k
3

Solugao:
Fazendo a figura:
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Seja. ABC um tridngulo isosceles. N é o circuncentro, G é o baricentro e O, o
ortocentro. AF é altura e mediana, BE é altura e BD é mediana. Os triangulos BGO e
NGD sao semelhantes. Fazendo:

NG _ GD (1.5)
GO BG
GD _1 . . . . "
Sabemos que Ba = 5 pois o baricentro divide a mediana do tridngulo em segmentos

proporcionais a 1 e 2.
No problema em questdo, NO =k, com queremos NG, basta voltar & expressao (1.5) e
teremos
NG _1
k-NG 2
2[NG =k -NG
3ING =k

NG = =
3

Opcao E

Questao 15

Dois niimeros reais nao simétricos sdo tais que a soma de seus quadrados é 10 e o
quadrado.de seu produto.é 18. De acordo com essas informacgdes a tnica opgdo que
contém pelo menos um desses dois nameros é:

A{xOR|-1sx<1}
B){xOR|1<x<3}
C){xOR|3<x<5}
D){xOR|5<x <7}
)

(
(
(
(
E){xDOR|7<x<9}

Solugao:
De acordo com o enunciado temos o seguinte sistema:
2 2
x"+y =10
x’y® =18
Da segunda equacéo
18
2 - —
y N

Substituindo na primeira
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X2+1—§:10
b'e

x' +18 =10x”
x'=10x*+18 =0
Fazendo x* =7 :

z2—-10z+18 =0
10 ++/100 - 72 B
~(~10) £ |J(-10" -401 018 Zl‘szf“ﬁ
7 = =
201 _ o=
, =10 J100 2, 5o

2
Assim

() =547 = () = = () =547
(x,)> =5 -7 = (v,) :5_1ﬁ:(y2)2 =547

Sabendo que J7 02,7 concluimos que:
X, =0 +2,7T = x, =+7,7
X, =55 -2,7T = x, =+2,3

Como 1’ =1 e 3> =9 s6 podemos concluir que 1 < x £ 3.

Opcao B

Questao 16

3x — y\/§ =0
No sistema, o, 1 2 quantidade de solugbes inteiras para “x” e “y” é:

X =—

a 3
(A)O (B) 1 (C) 2 (D) 3 (E) Infinita.

Solugao 1:

Da primeira equacao temos

Substituindo na 'segunda. equacao

Se y #0 teremos

O que nos dé infinitas solugoes.
Solugao 2:
Isolando y na segunda equacéo:
y? =3x’ :>y=i'\/§x
Substituindo cada uma dessas solugbes na primeira teremos:

1) y =+/3x

x=¢§xg§
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Para x #0 teremos 1 =1 infinitas solucdes.

2) y = —/3x
X:-ﬁxgﬁﬁ

Para x # 0 teremos —1 =1 néo héa solucdes.

Observacao: Embora o sistema possua infinitas solugoes, para nenhuma delas teremos
X e y simultaneamente inteiros a nao ser que ambos sejam nulos, o que nao é
possivel. Basta observar a primeira equagao.

Opcao A

Questao 17

No conjunto dos ntumeros reais, qual serd o conjunto-solucdo da inequagdo
1

l<0255?

88
Nl X
15
|— <x <—}

2

XDR’O<X<3}
15

afe
™|
{xDR[——<x<O}
o

OR|- X<—%}

(E){XDR‘){<—§}

Solugao:
Reescrevendo a inequagao:

. . 2 . ) .
A raiz do numerador é 0 e do denominador é zero. Fazendo um quadro de sinais:

0 15
15x =2 - - +
2x - +
Q + -
O L
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2
O que nos da como solugio {x OR|0<x< E}

Opcao B

Questao 18

Considere o sistema abaixo, nas variaveis x e y, sendo a e b reais.
375y°x —125y° - 375yx”® +125x° =125b
> +x* +2yx = a’

Nessas condigdes, qual serd o valor de (X2 -y’ )6 ?

(A) a’b’ (B) a’b’ (C) a’b? (D) a’b° (E) a'b’

Solugao:

Na primeira equagdo podemos colocar 25 em evidéncia:
25(15y"x - 5y" —15yx* +5x°) = 25 (b

Simplificando a expressao e colocando em evidéncia agora o 5:

5(3y*x —y* = 3yx® +x*) =5b

Simplificando novamente e arrumando os termos teremos

(x - y)3 =b (1.6)
Na segunda equacado, podemos reescrever
(x+ y)2 =a’ (1.7)

. N 6 .
Do enunciado temos a expressao (x2 = y2) que pode ser escrita como sendo:

(x* =v) = [(x-¥)(x +¥)]

Substituindo as expressoes (1.6) e (1.7) que encontramos por meio do sistema:

(=) =[¥oa]

(X2 —y? )6 - asbg ¥ (X2 —y? )f’ = 2?2

Opcao C
Questao 19
Sejam p e q numeros reais positivos tais que L +l -1 Qual o valor minimo do
p q 2010

produto pq?
(A) 8040 (B) 4020 (C) 2010 (D) 1005 (E) 105

Solugao:
Desenvolvendo a expressao dada
ptq_ 1
jole| A/2010
ptq= Pq (1.8)

]

201

Sendo p e q as raizes de uma equagao quadratica teremos a equacao abaixo:
x* = (p+q)x+pqg=0
Usando a expressao (1.8):
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x -2 x+pq=0

V2010

Resolvendo

2
Pq pPq 400
x q
/2010 \/(\/201()}
20
Como p e q sdo as raizes desta equacéo e p e  sdo reais devemos ter:

gﬂi—ﬁm>0
2010 -

2
(pa)” — 42010 g S0
2010
jole] (pq -4 I:QOIO) >0

2010
pq = 8040

Opcao A

Questao 20

No conjunto “R” dos niumeros reais, qual serd o conjunto-solucdo da equagio
2

1 2x-2 2x+2°

(AR

(B)R-(-11)
(C)R-[-11]
(D)R-{-1,1}
(E)R -[-1,1)

Solucgao: Resolvendo esta equagdo encontramos

B _ B B

(x-1)(x+1) 2(x-1) 2(x+1)

1 _V3 x+1-(x=1)
\/g(x—l)(x+1) 2 " (x+1)(x-1)
1 1

GG ) e
Como o denominador nao pode ser zero, temos x #1 e x # —1. Excluindo-se estes dois
valores, a expressao acima é valida para quaisquer valores de x.

Opcao D
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