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Conjunto dos Nimeros Complexos

Unidade Imaginaria
Seja a equagao:

x*+1=0
Como sabemos, no dominio dos niimeros reais, esta equagdo nao possui solugao,
criou-se entdo um nimero cujo quadrado é —1. Esse ntimero, representado pela letra i,
denominado unidade imaginaria é definido por:

i=/-1
Voltando & equacéo:

=i
X2+1:0:>X2:—1:>X:i\/—1:>{)(1
X

g = 1

A partir disso, surge a necessidade de um novo conjunto de niumeros denominado
conjunto dos ntiimeros complexos, que indicaremos por C.

A Forma Algébrica
Todo ntmero complexo pode ser escrito na forma
z=a+bi
com a,b R, denominada forma algébrica.
Temos ainda que a é chamado de parte real de z, denotamos por Re(z) ,eb
chamado de parte imaginaria de z, denotamos por Im(z), veja:
a = Re (z) OR
b =Im (z) OR
Observacao 1: Se a =0, dizemos que z é imaginario puro.
Observacgao 2: Se b =0, entdo z ¢ um ntimero real.

Exemplo 1: z, =3 +5i
Re(zl) =3
5

z=a+bi:>{

Exemplo 2: z, = -2i

Exemplo 3: z, =6

Igualdade de Nimeros Complexos

Dois ntimeros complexos sdo iguais se, e somente se, suas partes reais e imaginérias
forem respectivamente iguais, ou seja,

a=c

atbhi=c+di =
b=d
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Exemplo: Determinar x e y de modo que 2x +y +6i =5+ (X + 4y) i.

Solucao: De acordo com o que vimos, para que dois niimeros complexos sejam iguais,
devemos ter suas partes reais e imaginérias respectivamente iguais. Entdo, fazendo
z, =2x+y+6i e z, =5+(x+4y)i, temos:

{Re(zl) =2ty {Re(%) =5

Im(zl)=6 Im(z2)=x+4y
Igualando as partes real e imaginaria de z, e z, teremos o sistema abaixo:
2x+y =5
{X +4y =6

Isolando x na segunda equacdo:
x =6-4y
Substituindo este resultado na primeira:
2(6-4y)+y =5

Sy +y=5-12
=Ty = -7
y=1

Voltando a uma das equacgoes do sistema:
x=6-4=>x=2

Conjugado de um Numero Complexo
Seja
z =a+bi
um namero complexo qualquer, define-se como complexo conjugado de z o numero
complexo
7 =a —bi
Ou seja, as partes reais sdo iguais e as partes imaginarias sdo simétricas.
Exemplo: Os nimeros complexos 3 +2i e 3 —2i sdo conjugados.
Observacgao: O conjugado do conjugado de um namero complexo é o préprio niimero,
ou seja,

Nl

=7
Operacoes com Niumeros Complexos

Adicao e subtracgao
Para somarmos ou subtrairmos nimeros complexos somamos ou subtraimos as partes
reais e imaginérias separadamente. Sejam entdo, z, =a+bi e z, = c +di, dois ntimeros
complexos quaisquer, temos que:

2, +z, =a+bitc+di=z +z, =(a+c)+(b+d)i
E

z, = Z, =a+bi—(c+di) =z, — 7, =(a—c)+(b—d)i
Exemplo 1: Dados dois ntimeros complexos z =2 +3i e w =6 +4i, calcular z +w.
Solugao: De acordo com o que vimos:

z+w=2+6+(3+4)i
z+w=8+Ti

Observacgao: A soma de um complexo com seu conjugado é um numero real:
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z+z=a+bita-bi=>z+z=2a

Multiplicagao
Para multiplicarmos dois ntmeros complexos usamos a regra da multiplicacdo de
bindmios. Sejam entdo, z, =a+bi e z, =c+di, dois nimeros complexos quaisquer,
temos que:
z, [, = (a + bi) (c + di)
z, [k, = ac + adi + bci + bdi?
z, [k, = ac + adi + bci —bd = z, [&, = (ac —bd) + (ad + bc)i
Exemplo 2: Sejam dois ntiimeros complexos w, =2 +4i e w, =1+ 3i. Calcular o valor
de w,w,.
Solugao: Basta multiplicarmos os bindmios aplicando a propriedade distributiva da
multiplicagao:
w,w, = (2+4i)(1+3i) =2 +6i +4i +12G° = -10 + 10i

Divisao
Para efetuar a divisdo de dois ntmeros complexos, colocamos o quociente sobre a forma,

de fracao e fazemos a racionalizagdo, multiplicando numerador e denominador pelo
conjugado do denominador. Ou seja,

z, _z %
z, 7,5
. . . . o Z
Exemplo: Sejam os dois complexos z, =3 +2i e z, =1+1i. Calcular a divisdo —-.
Zy

Solugao: Como vimos, para dividir ndmeros complexos precisamos racionalizar o
denominador:

Racionalizando:
z, _3+2i _3+2i (1-i) 3-3i+2i-2" _5-i

z, 1+i 1+i (1-i) 1-i+i-i 2

Poténcias de i

Calculando-se as poténcias de expoentes naturais de i, notamos que se repetem com um
periodo quatro unidades, veja:

|
—_
-
[
I
—_

0 -4

i’ =1 iIm =

S 5 - -9
15

== i"=- "=+
Ou seja, basta tomarmos o resto da divisdo do expoente por 4 como o novo expoente.
Exemplo 1: Calcule o valor de i*.

Solucgao: Primeiro dividimos 23 por 4 para descobrir o resto:
23 |4
315

i? =i =

Como o resto vale 3 teremos:
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Plano de Argand-Gauss

E o plano que no eixo das abscissas representa a parte real de z e, no eixo das
ordenadas, a parte imaginaria de z.

Médulo e Argumento de um Niumero Complexo

Olhando para a figura anterior podemos destacar alguns elementos:
¢ A distancia da origem do plano até o ponto a +bi chamamos de médulo do
complexo (representado pela letra grega p) e calculamos seu valor usando o

Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo formado por p, a e b:
|2 =p =+a’ +b’

* O angulo formado pela semirreta e o eixo das abscissas (representado pela letra
grega 0), medido no sentido anti-horario, é denominado argumento do
numero complexo z. Ou seja,

0= arg(z),O <0<2m
Observamos ainda que como o tridngulo é retangulo valem as seguintes relacoes:
a b
cos@=— e senB = —
P p

Estas relagoes serdo tuteis na determinacdo da forma conhecida como Polar ou
Trigonométrica.

Forma Trigonométrica ou Polar

Como vimos anteriormente, um nimero complexo qualquer da forma

z =a +bi
pode ser representado em um plano chamado Plano de Argand-Gauss. A partir dai
sabemos que valem as relagoes:

cos6=i e sen9=E

Escrevendo a e b em fung¢do do argumento 6:
a=pcosB e b =psend

Substituindo a e b na expressao original de z:
z=pLosO+plsenb3

Colocando p em evidéncia:
z=p E(cos 0+i E{sene)

Ntmeros Complexos
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Que é chamada de forma trigonométrica ou polar.

Exemplo: Passar para a forma trigonométrica o niimero complexo: z =1+ J3i.
Solucgao: Primeiro calculamos o médulo de z:

Entéao:

p = \/Z = p =92
Agora calculamos o argumento:

a=pcos@:>(zose=2:cose=l
p 2
b=psen6:>sen9=E:>sen9:§

p

Ou seja, o angulo B tem o seno e o cosseno positivo, portanto 0 estd no primeiro
quadrante do circulo trigonométrico. Entao:

Tt
0=—
3
Colocando na forma trigonométrica teremos:

1 S Tt
7z = 2| cos— +isen —
( 3 3)

Operacgoes com Complexos na Forma Trigonométrica
Sejam dois ntimeros complexos z, e z, representados na forma trigonométrica abaixo:

z, =p, (cosB, +isend,) e z, =p, (cos O, +isend, )

Multiplicagao
Efetuando a multiplicacéo:
7,2, = [p1 (cos®, + isenel)} [Ep2 (cos®, + isenGQ)}
Aplicando a propriedade distributiva:
2,2, = P,P, (cos 6, cos 0, + cos 0, LsenB, + isend, cos 6, + i2sen9]sen92)
Separando a parte real da parte complexa:
2,2, = P,P, [cos 8, cos B, — senB,senb, +i(cos B;send, + senb, cos 92)]
Lembrando que:
cos (a + b) = cosa cos b — senasenb
E
sen (a + b) =senacosb —senbcosa
E facil verificar que o produto sera dado por:
7,2, = P,P, [cos (8, +8,) +isen (B, + 62)]

Divisao

Efetuando a divisdo:
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z, _ P, (cos6, +isend,)

4

z, P, (cos6, +isend,)

Racionalizando o denominador:

z, _ P, (cos6, +isenB ) (cosB, —isend,)

1=
z, P,(cos6, +isend,) (cos6, —isend,)

Aplicando a propriedade distributiva:
z, _ P (cos 6, cos B, — cos B,isenb, + isend, cos O, — iQSenelsenGQ)

Zy P, [(cos 0, )2 —icos 6,senB, + isenB, cos O, —i* (send, )2}

Separando a parte real da parte complexa:
z, _ P [COS 6, cos B, + sen6,sen6, +i(-cos 6,send, + send, cos 6, ):I

Zy P, [(cos 0, )2 —icos 0,sen6, + isend, cos B, + (send, )2}

Lembrando que:
cos (a + b) = cos a cos b — senasenb

sen (a + b) = sena cos b —senb cos a
E
sen’x +cos’x =1
E facil verificar que a divisdo sera dada por:
e &[cos (6, -8,) +isen (6, - 6,)]

Zy, Py

Potenciagao — Formula de De Moivre

Considere um complexo z qualquer escrito na forma polar, utilizando a propriedade da
multiplicacdo na forma trigonométrica. Podemos mostrar que, para uma poténcia de
ordem n, teremos:

z' =p" [cos (nB) +isen (ne):l

Esta expressao é chamada de féormula de De Moivre, com n natural e diferente de zero.

A Expressao de Euler

Existe outra maneira de representar um nimero complexo que pode ser demonstrada

através de uma expansdo em série de Fourier da fungéo e*.
O naimero complexo z na forma trigonométrica pode ser representado como abaixo:

pe® =p E(cos 0+i Dl;ene)
Esta forma é tutil para operacdes de multiplicacdo e divisdo, pois precisamos apenas
utilizar as propriedades de poténcia.

Exercicios de Fixacao
1) Se vocé dividir o namero 4 em duas parcelas, o produto destas ¢ 29. Calcule as
parcelas.
2) Determine k de modo que o nimero complexo z = (k + 5) —4i seja imaginario
puro.
3) Sendo z, =x" -1+ (4 —y)i e z, =3 —10i, determine x e y, para que z, = z,.
z 7 1 2.

e et

4) Determine o niimero complexo z que satisfaz a igualdade 5 Z 5 '3
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z, +z, =3
. . . 1 2
5) Calcule os nimeros complexos que satisfazem o sistema {2 3’
7, — Zy = O1
1 2

4
6) Determine o conjugado do ntimero complexo z = 2 - !
i
~1+5i Y
7) Resolva: ( : j .
2+3i
+2
8) Obtenha z tal que z -+ z : =§+Zi.
1-i 1+i 2 2
9) Calcule o valor de i +i'.
1 i 1
10)Calcule 0 médulo do determinante | i 1.
1+1 1-1 0

11)Determine o conjunto solu¢do da equagao |z|2 +z-27z=3+3i.

12)Sabendo que zz =24, calcule o modulo de z.
:3

13)Determine o ntiimero complexo z = na forma trigonomeétrica.

+i
W wW

14)Seja a matriz A =( )

j, em que w = COS%T'i‘iSQH%T. Calcule o valor de

det A.

15)Obtenha o médulo do ntiimero complexo (1 + 3i)4 .

NG

+

16)Se z = (%J , calcule a parte real e imaginaria de z.
-1

] a+2i -3 i
17)Calcule a e b reais, sabendo que: =b+2i.

. .3
-1 1

" . ™ . Tt
18)E dado o ntiimero complexo w = cos < + isen - Calcule: w+w’ +w’ +w' +w’.

+15 :16

19)Se i ¢ a unidade imaginaria, entdo ——— vale quanto?
it =i
20)Qual o valor da expressdo: i+i® +i® +i' +...+i'""".

1
5 3?
T

21)Qual o valor de

Ntmeros Complexos
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Gabarito

1) (2+5i)
2) -5
3) x =x2ey=14

4) -—+—i

5) z, =1+iez, =2-1i
6) 1+2i

7) ——+—=i

9
8) z=—+—-i
) 2

9) 1-i
10) 2.2
11){3 + 3i}

12) 246

13) z = cos T+ isenTt
14) -1

15)100

16)-1 e 0
17)a=-5eb=5
18) -1

19) i

20) i

21) 2
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