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Determinantes

Introducao

Determinante é um namero real que se associa a uma matriz quadrada.

Determinante de uma Matriz Quadrada de 22 Ordem

E a diferenca entre o produto dos elementos da diagonal principal e da diagonal
secundaria.

a“l] a“]2
a“2] a‘??

det A = = a8y, — a8, (1.1)

Observacao 1: Se a matriz for quadrada de ordem 1 o determinante é o proprio
elemento da matriz.

Exemplo 1: Achar o valor do determinante

4 -3
_1‘ ’

Solugao: Utilizando a defini¢do (1.1):
det =—4+18=14

Menor Complementar

Chamamos de menor complementar D, relativo a um elemento a;, da

matriz A de ordem n o determinante associado a matriz quadrada de (n - 1)a ordem,

obtida em A eliminando-se a linha e a coluna do elemento considerado. Para
exemplificar, consideremos uma matriz de 3% ordem:

ap Ay Ay
A = a’?l a’22 a’23
Ay Az Ay
Assim, como exemplo, vejamos o menor complementar do elemento a,, :

a Ay
22 23
|)]] =

gy A3z

Por observacao, verificamos que é o determinante de 22 ordem que se obtém
eliminando-se a linha 1 e a coluna 1 da matriz A. Mais adiante, veremos a aplicacdo
pratica do Menor Complementar.

1 0 3

Exemplo 1: Seja a matriz B=| 2 2 -1], calcular o menor complementar dos
-1 0 1

seguintes elementos:

a) byy;

b) byy:

Solugao: Aplicando a defini¢do de menor complementar teremos:

a)
1 3
D,, =‘_1 1‘:>D22 =10-30-1)=>D,, =4
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1 -1
1323=0 0 =D,, =1M-0-1)= D,, =0

Cofator
Seja a matriz A de ordem n:
app Azttt 8y
Agp Qg Agy Tt Ay
A=lay, a, ag - ay
Ay By Byz Ay

Chama-se Cofator de a; o nimero real que se obtém multiplicando-se (—1)i+j
pelo menor complementar dele, ou seja, D.., onde i e j representam a linha e a coluna

ij

do elemento a respectivamente. Entdo, teremos que o cofator A; do elemento a; &

dado por:
A, =(-1)" D, (1.2)
1 01
Exemplo 1: Calcular C;, na matriz C={0 1 1
1 00

Solugao: Aplicando a defini¢do (1.2) podemos escrever:

32 33

+ 1 1
R s RIS BT

Observacao 1: Cuidado para ndo confundir a notacdo do cofator com o elemento em
questdo. A letra maitdscula refere-se ao cofator e a letra miniscula refere-se ao
elemento do qual estamos buscando o cofator:

C,, - cofator do elemento c,,

c,, — elemento localizado na linha 1 e na coluna 1 da matriz C

Determinante de uma Matriz Quadrada De 32 Ordem

Teorema de Laplace’

“O determinante de uma matriz de ordem 3 é igual & soma dos produtos dos elementos
de uma linha ou coluna qualquer pelos respectivos cofatores”

Pierre Simon, Marquis de Laplace (1749-1827) — foi um matematico, astronomo e fisico francés que organizou
a astronomia matematica, sumarizando e ampliando o trabalho de seu predecessores nos cinco volumes do
seu Mécanique Céleste (Mecanica celeste) (1799-1825). Esta obra-prima traduziu o estudo geométrico da mecanica
classica usada por Isaac Newton para um estudo baseado em célculo, conhecido como mecanica fisica. Ele também
formulou a equagdo de Laplace. A transformada de Laplace aparece em todos os ramos da fisica mateméatica — campo
em que teve um papel principal na formacdo. O operador diferencial de Laplace, da qual depende muito
a matematica aplicada, também recebe seu nome.
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a’ll a’l? al3
Exemplo 1: Seja a matriz A =| a,, a, a, |.Calcule seu determinante.
a31 a32 a’33
Solugao: Utilizando a linha 1 como pardmetro teremos:
detA =a A, +ayA, taA,

141 1@9y o3 142 Qo1 Qg3 143 Qg1 Aoy
det A = a, [{-1) +a, [(-1) +a,, [(-1)
Agy Ay g Ay Az Az
a Ay a Ao- a a
92 Qo3 91 Qo3 21 Qo
detA =a, —-a, +a,
Azy A3z Az A g Ay

Observacao 1: Nota-se que esse é um processo trabalhoso, portanto, é mais usual a
utilizacdo da regra que veremos adiante.
Observacao 2: Para matrizes que possuem muitos “zeros” é facil calcular o
determinante através desta féormula, uma vez que seus elementos multiplicados por seus
respectivos cofatores dao resultado zero.

Regra de Sarrus?

E uma regra prética para a obtencdo do determinante de uma matriz de 32
ordem. Para exemplificar vamos calcular o determinante da matriz A abaixo:

a;p 8 g3
A=|a, a, ay
Az; Az Az

Opgao 1: Repetir a 12 e a 22 coluna a direita da matriz:

Feito isso, multiplicamos os elementos no sentido da diagonal principal e
somamos os produtos, subtraindo dos produtos dos elementos no sentido da diagonal
secundéaria, conforme esquema acima.

-1 2
Exemplo: Calcular o determinante da matriz A= 0 1 4
-2 -3 5
Solucgao: Aplicando Sarrus:
*Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861) — matematico francés. Sarrus foi professor na Universidade de Strasbourg,

Franga (1826-1856) e membro da Academia de Ciéncias de Paris (1842). Ele é autor de varios tratados, incluindo um
sobre a solu¢io de equagdes numéricas com véarias incognitas (1842), um em integrais multiplas e suas condi¢des de
integrabilidade e outro sobre a determinagio das oOrbitas dos cometas. Também descobriu uma regra mnemonica para
calcular o determinante de uma matriz de 3* ordem, Além disso, demonstrou o lema fundamental do calculo das

variagoes.
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-1 2 3)-1 2
0 1 4,0 1
-2 -3 5)2 =3

Multiplicando os elementos e efetuando as operacbes necessarias teremos:
detA = (1)1 +20 [-2)+3D{-3)~[(-2) A B+(-3) A {-1) +5D 2]

soma dos produtos dos elementos soma dos produtos dos elementos
das diagonais principais das diagonais secundérias

det A = =27

Opgao 2: Repetir a 1* e a 22 linha abaixo da matriz. Feito isso, segue como
anteriormente, ou seja, os produtos no sentido da diagonal principal tém seu sinal
mantido, enquanto os produtos no sentido da diagonal secundaria tém o sinal invertido.

Determinante de uma Matriz Quadrada de Ordem N > 3

Para calcularmos o determinante de uma matriz de 4% ordem, aplicamos o
teorema de Laplace para abaixar a ordem do determinante, assim calcularemos
determinantes de 32 ordem. E um processo trabalhoso, mas fica facilitado se escolhemos
uma linha ou coluna que contenha elementos iguais a zero.

Exemplo 1: Calcular o determinante abaixo:

1 1.0 5

2000
X =

01 31

31 20

Solucgao: Utilizando o teorema de Laplace na segunda linha — que é a contém mais
zeros — obteremos a seguinte expressao:

105 1 05 115 110
x=20-1)" 3 1f+od-1)""go 3 1+oC-1)""Oo 1 1f+or{-1)""Oo0 1 3
120 320 310 31 2

Como podemos ver, as trés ultimas parcelas sdo nulas:

105

x=20-1)"m 3 1

120

x =-2x(10-17)
x =14

Exercicios de Fixacao

-3 2 2 4 )
1) Sabendo que a = eb= , calcule o valor de 3a +b”.

-5 1 6 10

) . 1 log, a
2) Calcule o determinante da matriz .
log, b 1
Determinantes
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3) Seja a matriz quadrada de 3% ordem em que a; =i+ j. Determine o cofator do

elementoa,, .
2 2
4) Resolva a equagdo 2 x 2|/ =0.
2 2 x
2 -1
5) Considere as matrizes A =|-2 2 | e B= (_1 2 3}. Encontre o valor de N,
01 2 11
sabendo que N =50 + det (AB) .
1 2 3 -4 2
0 1 0 0 O
6) Dé o valor do determinante [0 4 0 2 1
0 55 1 4
0 1 0 -1 2
7) Determine a solu¢do da equagio X2 & =0
-2 —x

-1 3
a) det (A) Odet (B)
b) det (AM)

1 2 01
8) Send0A=( JeB=( J dé o valor de:
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Gabarito

1) 37

2) zero

3) 2

4) x=2

5) 50

6) -25

7) {-2,2}

8) a) -10; b) -10
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